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内 容 简 介 


本 书 采用 活动 标 架 法 讲述 微分 几何 基础 理论 。 

全 书 共 分 四 章 和 一 个 附录 。 第 一 章 介绍 微分 几何 中 常用 的 一 些 基 本 概 
念 。 第 二 章 论述 欧 氏 微分 几何。 第 三 章 扼 要 地 介绍 仿 射 徽 分 几何 。 第 四 章 
比较 详细 地 论述 射影 微分 几何 ， 对 我 国徽 分 几何 学 家 早期 在 这 个 领域 里 的 
贡献 作 了 系统 的 介绍 。 最 后 在 附录 中 编 入 若干 问题 与 定理 供 读者 参考 。 

本 书 可 供 学 过 初等 微分 几何 的 读者 阅读 。 
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微分 几何 已 有 悠久 的 历史 ， 自 从 Newton 与 Leibniz 韵 定 了 
微 积分 基础 以 后 ， 就 产生 了 微分 几何 。 虽 然 它 有 了 三 百 多 年 的 发 
展 史 ， 但 至 今 仍 继续 茵 勃 地 向 前 发 展 着 。 它 的 产生 和 发 展 跟 分 析 
有 着 不 可 分 割 的 联系 ， 分 析 的 许多 问题 正 是 由 几何 问题 提出 的 。 
微分 几何 成 为 一 门 独立 的 学 科 始 于 Gauss。1827 年 Gauss 发 表 了 

“关于 曲面 的 一 般 研 究 ” 一 文 ， 芮 定 了 近代 形式 的 曲面 论 基 础 。 

他 是 从 解决 绘制 地 图 的 实际 要 求 出 发 的 。 

所 谓 * 欧 氏 微 分 几何 ?的 完整 理论 是 在 上 世纪 形成 的 ， 它 的 发 
展 在 Darboux 所 著 的 《一 般 曲 面 论 讲 义 》 里 作 了 全 面 的 总 结 。 

到 了 1854 年 ，Riemann 把 Gauss 的 曲面 论 推广 到 ” 维 空 间 
里 去 。 这 个 重要 思想 是 在 他 的 演讲 《 关于 几何 的 基本 的 假设 》 中 
提出 的 ， 从 而 奠定 了 Riemanan 儿 何 的 基础 ， 它 有 着 广泛 的 应 用 ， 
相对 论 就 是 以 Riemann 几何 为 基础 的 。 

在 Klein(1872) 所 发 表 的 “爱尔兰 根 ( 匡 rlangen) 纲 领 ” 里 提 
出 了 群 论 观 点 以 后 , 自 本 世纪 初 , 从 欧 氏 微分 几何 发 展 了 一 系列 新 
分 支 : 如 仿 射 微分 几何 , 射影 微分 几何 , 共 形 微分 几何 等 .它们 都 是 
统一 在 群 论 观点 之 下 ， 研 究 几 何 图 形 在 各 种 变换 下 的 不 变性 质 。 

群 论 观点 在 几何 上 的 应 用 由 也. Cartan 所 发 展 , 他 建立 了 “ 联 
络 空间 ”的 各 种 几何 。 这 些 都 是 现代 微分 几何 的 主要 内 容 。 

微分 几何 包括 两 部 分 ， 局 部 的 与 整体 的 〈 或 大 范 围 的 )。 现 
代 微 分 几何 是 研究 整体 性 质 的 ， 为 搞 清 整体 性 质 ， 必 须 先 研究 局 
部 性 质 。 

本 书 着 重 于 论述 曲线 与 曲面 的 局 部 性 质 ， 书 中 共 分 四 章 和 一 
个 附录 (问题 与 定理 )。 为 了 论述 的 需要 ， 在 第 一 章 里 粗略 地 介绍 
了 一 些 有 关 的 基本 概念 。 例 如 ， 微 分 流 形 、 外 微分 法 、 变 换 群 的 


吕 


概念 等 。 第 二 章 介绍 欧 氏 微分 几何 ， 就 是 研究 在 欧 氏 运动 群 之 下 
曲线 和 曲面 的 不 变性 质 ， 也 涉及 一 些 直线 几何 的 内 容 ， 例 如 直 纹 
面 和 直线 汇 的 理论 。 在 这 里 主要 论述 曲线 和 曲面 的 局 痢 性 质 ， 同 
时 适当 地 介绍 整体 微分 几何 的 内 容 。 在 论述 过 程 中 ， 自 始 至 终 采 
用 Cartan 抢 阵 和 活动 标 架 法 作为 主要 工具 。 第 三 章 也 采用 同样 
的 方法 扼要 地 介绍 仿 射 空间 中 的 微分 几何 ， 着 重 论述 在 仿 射 群 之 
下 曲线 和 曲面 的 不 变性 质 ， 并 介绍 曲线 和 曲面 的 局 部 性 质 这 
里 有 必要 提出 苏 步 青 教授 在 二 十 年 代 后 期 对 仿 射 微分 几何 作出 的 
重大 贡献 ， 单 是 在 “ 仿 射 空间 的 曲面 论 ” 这 个 标题 下 ， 在 三 年 内 
《1928 一 1930)， 在 日 本 各 种 数学 期 刊 上 发 表 了 十 二 篇 论文 ， 在 此 
期 间 内 还 发 表 了 其 他 有 关 论 文 二 十 余 入。 他 在 这 个 领 域 中 的 贡 
献 ， 在 当时 已 享有 国际 声誉 。 他 在 这 个 领域 中 的 主要 成 就 已 经 在 
最 近 册 版 的 专著 《 仿 射 微分 几何 》( 科 学 出 版 社 ，1982) 里 作 了 全 
面 的 总 结 。 第 四 章 是 本 书 的 重点 。 由 于 我 国 的 几何 学 家 在 射影 微 
分 几何 的 领域 里 ， 曾 在 国内 外 专刊 上 发 表 过 不 少 的 重要 论文 ， 其 
中 有 许多 研究 成 果 已 被 各 国 论著 所 引用 ， 在 国际 上 早已 公认 我 国 
对 射影 微分 几何 方面 的 研究 形成 了 具有 明显 特点 的 学 派 ， 因 此 ， 
在 这 一 章 里 着 重 介绍 了 我 国 儿 何 学 家 在 射影 微分 几何 方面 的 成 
就 ， 特 别 是 收集 了 苏 步 青 教授 多 年 来 在 这 个 领域 中 所 获得 的 许多 
重要 成 果 。 同 时 也 引进 了 国外 的 一 些 有 关 论 著 ， 以 充实 本 书 的 内 
容 。 最 后 在 附录 “问题 与 定理 ”中 ， 介 绍 了 有 关 的 比较 重要 和 著 
名 的 结论 ， 供 读者 参考 。 本 书 主要 采用 Lie 群 论 的 观点 与 活动 标 
架 论 的 方法 。 由 于 这 个 学 科 的 内 容 很 丰富 ， 难 以 作 全 面 的 论 述 ， 
为 了 便于 读者 参考 ， 书 末 列 出 “参考 文献 ?>， 但 它们 仅 包 括 部 分 
参考 资料 。 

本 书 可 供 学 过 初等 微分 几何 的 人 阅读 。 

由 于 作者 水 平 所 限 ， 书 中 难免 存在 不 妥 和 错误 之 处 ， 恳 切 地 
希望 读者 给 予 指正 。 
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第 一 章 基本 概念 


为 了 阅读 全 书 并 使 读者 进一步 学 习 微 分 几何 ， 本 章 先 概括 地 
介绍 一 些 基 本 概念 ， 特 别 是 微分 流 形 、 外 微分 形式 、 外 微分 、 变 
换 群 等 概念 及 其 有 关 的 性 质 。 这 些 概 念 本 身 是 形成 近代 数学 基础 
的 重要 分 支 。 至 于 它们 的 详细 论述 可 参考 有 关 专 著 。 


81.1. 流 形 


1. 集合 论 中 几 个 常用 的 记号 ”我们 假定 “对 象 "、 “元 素 ”、 
“成 员 ” 等 术语 都 是 熟知 的 禄 念 , 采用 这 些 概念 与 通常 应 用 的 这 些 
术语 是 一 致 的 。 

对 集合 论 中 常用 的 记号 作 如 下 的 说 明 。 今 后 集合 有 时 简称 
为 集 。 

设 集 4， 已 ，… 等 的 点 (或 元 素 ) 以 (6，a，…)，(0， 
1 ，…)，… 等 来 表示 ， 以 o 会 4 表示 点 o 属于 集 4, 读 作 0 在 4 
中 ， 如 果 点 4 不 属于 4， 记 作 E4， 读 作 o 不 在 4 中 。 如 果 4 
的 点 都 属于 已 ， 也 就 是 对 每 点 6 会 4， 必 有 GE 会 妃 ， 就 称 4 为 如 
的 一 个 子 集 。 这 时 我 们 说 4 包含 在 也 中， 记 作 4C B， 或 者 说 刀 
包含 4， 记 作 了 二 4。 根 据 子 集 的 定义 ， 集 4 是 它 自身 的 一 个 子 
集 。 不 包含 元 素 的 集 叫 做 空 集 , 记 作 纪 , 空 集 也 是 4 的 一 个 子 集 。 
4 和 外 叫做 双 的 伪 子 集 ， 而 其 他 的 子 集 叫 做 真子 集 。 若 一 个 集 的 
每 点 cE4， 且 4 所 了， 则 称 其 为 4 与 妃 的 交 ( 集 ) 或 通 集 ， 记 作 
4 门 妃 。 车 一 个 集 的 任何 点 4 或 者 会 4 或 者 6 生 员 ， 则 称 其 为 
4 与 巨 的 和 (〈 集 ) 或 并 集 ， 记 作 4U B。 

令 4CM， 用 M 一 4 表示 在 内 中 而 不 在 4 中 的 元 素 的 集 ， 称 
其 为 4 关于 杂 的 补 集 ， 并 记 作 C 04) C (4) 仍 是 1 的 一 个 子 集 ， 


因而 也 可 作 其 补 集 , 4 的 补 集 的 补 集 就 是 4, 即 : CCC (4)]= 4 

2， 数 空间 ”由 ?个 有 序 实数 构成 的 一 个 数组 x 一 (x5…yx") 
的 全 体 组 成 的 集 称 为 " 维 数 空间 。 记 作 及 "。 尼 "中 的 元 素 有 时 称 
为 点 ，x5，x2，…， 因 称 为 点 的 坐标 。 如 果 在 两 个 点 中 至 少 各 有 
一 个 同一 指标 的 坐标 彼此 不 相等 , 就 把 它们 看 作为 不 同 的 两 个 点 ， 
设 x(E = 1，…，7m) 在 〈 一 c，co) 中 变动 , 则 这 种 点 的 全 体 
构成 空间 玉 。 有: 看 作 是 直线 ，R 看 作 是 平面 ，Ra 看 作 是 三 维 空 
间 。 对 尼 " 的 两 个 点 x 一 (25 …，x) 和 2 一 (75 …， 3”) 选取 


四 ， 机 
ie -| > ci-| 
症 = 工 


作为 距离 的 定义 ， 则 称 这 样 的 空间 为 上 维 欧 氏 空 间 ， 记 作 己 . 
“8， 拓 扑 空间 的 定义 及 其 一 些 有 关 前 概念 ” 设 M 是 一 个 集 (不 
是 空 集 )， 是 M 的 一 组 子 集 ， 并 满足 下 列 四 个 条 件 ， 
1) MET， 
2) Et， 

3 ) < 中 有 限 个 集 的 交 属 于 ， 

47 < 中 任意 个 集 的 和 属于 下。 

我 们 说 定义 保 M 上 的 一 个 拓扑 ， 芝 说 中 这 些 集 是 在 M/ 上 所 
义 的 招 扑 的 开 集 ， 集 1 与 它 的 帮 扑 而 成 的 序 对 〈M， = ) 称 为 
一 个 拓扑 空间 。 

对 于 一 个 给 定 的 拓扑 空间 (M， )， 若 EM， 令 0 是 包 合 
a 的 一 个 开 集 ， 并 有 一 个 子 集 NCM 包 含 O， 则 称 N 为 6 的 一 个 
邻 域 ，o 叫做 六 的 内 点 。 若 5 为 属于 六 的 补 集 C CNY)， 则 称 为 
人 的 外 点， 

任何 一 个 开 集 是 它 的 每 点 的 邻 域 ， 反 过 来 说 也 成 立 。 

如 果 1 的 一 个 子 集 S 的 补 集 是 开 的 ， 则 称 S 为 1 的 一 个 闭 子 
集 ， 包 含 一 个 集 4CM 的 一 切 闭 集 的 交 称 为 4 的 闭 包 ， 记 作 二。 
如 果 去 = M， 则 称 .4 在 M 内 是 〈 处 处 ) 移 密 的 。 车 1 具有 可 数 个 
元 素 的 稠密 子 集 《简称 为 可 数 和 窗子 集 ), 刚 称 1 为 可 分 离 的 。 同 


。 2 站 


时 属于 去 和 C4 的 点 称 为 集 4 的 边界 点 ;边界 点 的 集 称 为 边界 ， 
所 以 按 界 是 集 志 门 C4. 
若 任 一 集 M 的 一 切 子 集 都 是 开 集 ， 则 称 这 个 拓 盾 为 妈 的 离散 
拓扑 。 | 
给 定 一 个 拓扑 空间 愉 和 有 人民 的 一 组 开 集 TY， 对 于 一 个 子 集 VC 
扩 ， 则 不 难看 出 ， 以 = (1S:S=GPmN, GCT) 为 一 组 开 集 的 
集 广 是 一 个 拓扑 空间 ， 广 的 这 个 拓扑 称 为 由 M 的 拓扑 诱导 出 来 的 
拓扑 ， 或 简称 为 诱导 拓扑 。 - 
对 于 集 M 的 每 对 不 同 点 C， 8， 着 分 别 有 上 和 “的 邻 域 W 和 
工 ， 使 得 六 站 工 一 作 ， 则 称 拓扑 空间 (M，“ ) 为 分 高 室 间 或 
Hausdorff 《拓扑 ) 空间 。 
在 拓扑 空间 里 ， 也 可 定义 素 点 、 函 数 的 连续 性 等 概念 。 例如 ， 
设 e 拭 M， 而 且 子 集 WCM 使 得 a 前 任何 邻 域 U(a ) 含 有 六 中 不 
同 于 c 的 一 点 ， 则 称 a 为 玉 的 一 个 聚 点 。 
现在 令 述 拓扑 空间 的 一 个 重要 的 实例 ， 所 亩 度量 空间 。 
说 《是 一 个 点 入 在 -月 学 个 点 对 《4， 8 》 必 有 满足 下 列 
性 质 的 实 函 数 g (6， 5 ) 和 它 对 应 : 
1 dk4a，50)=0 的 一 个 充 要 条 件 是 一 ba， 5 EM 
d(ao，b)=d(5，a)，a，85E1b 
2” 三 角形 不 等 式 成 立 ， 
do，D)Sd(c，c)+Td(5，c)，. 
， c，D，cEGM， . 
风 序 对 《1， d ) 称 为 一 个 度量 空间 。 函数 d 叫做 空间 Cd ) 
的 度量 函数 ，d(c， 5 ) 岂 做 6， 两 皮 的 距离 。 
当 刁 二 时， 从 ] 和 2 推出 0 <2d(aG，e)。 由 此 可 见 ， 两 
点 的 距离 是 非 负 的 ， 并 由 1 可 知 ， 两 不 同 点 的 距离 是 正 的 。 
若 在 三 角形 不 等 式 中 ， 令 一 6， 就 有 d (ca，b5) 迄 d(5， 
G )。 但 是 也 有 相反 不 等 式 g(G，8)>d(08，a)， 所 以 dg (o 
一 中 0， “ )， 因 此 距离 是 点 对 的 在 负 对 称 函 数 ， 


间 
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称 函数 ， 对 任 一 正 数 。， 作 出 清 足 d (，5 )<。 的 点 5， 这 种 
厂 的 全 体 思 做 中 心 和 半径 。 的 球形 邻 域 ， 记 作 U(a，。 )。 
这 样 ， 在 集 M 内 就 可 以 导入 拓扑 结构 。 设 子 集 NCM 对 任意 
点 e EN 有 以 为 中 心 的 一 个 球形 邻 域 存在 ， 使 它 的 一 切 点 都 在 
N 中 ， 就 称 N 为 开 集 。 从 三 角形 不 等 式 不 难看 出 ， 球 形 邻 域 是 
开 集 ， 
空 集 是 开 集 ， 因 为 否则 必 有 一 点 6 会 必 。 给 定 一 点 和 EM 使 


对 任意 的 es 六 0，UJ(e，es )CM， 因 而 M 是 它 的 每 点 的 一 个 邻 


域 ， 这 就 是 说 M 是 开 集 。 所 以 条 件 1 ) 和 2 ) 成 立 。 

现在 来 证 明 ， 若 0,，0:.，…，O, 是 于 的 一 组 开 集 ， 则 

OO 站 OO 站 … 门 Oo。 
也 是 开 集 。 为 此 令 
4 和 OO 站 0: 门 … 门 Ow 

出 每 个 0 (1 一 1，2，…， 01) 是 9 的 一 个 邻 域 , 于 是 点 6 作 
为 O; 的 一 点 是 O; 内 半径 为 8 的 球 心 ， 因 而 以 6 为 中 心 和 8 中 
的 最 小 数 e 作为 半径 的 球形 邻 域 包含 在 O; 的 交 内 ， 押 以 它 是 开 
集 ， 因 而 条 件 3 ) 也 满足 。 

其 次 来 证 明 ， 若 O 为 任意 个 开 集 0，0:，…，O。 的 和 ， 则 
O 也 是 开 集 ， 为 此 令 

aEO， 

则 必 有 某 一 个 O， 使 得 o 待 O,， 因 而 0 为 6 的 一 个 邻 域 ， 因 为 
OCO， 而 0 为 6 的 一 个 邻 域 ， 所 以 0 是 它 的 每 点 的 邻 域 。 所 以 
”条 件 4 1) 成 立 。 证 毕 。 

在 第 2 可 中 已 经 认 过 ， 对 ” 维 空间 六 的 两 一 (xl，…9 
x%) 和 J 一 (y，…， 力 ) 选 取 


d(x，y )-| 二 


1 = 工 


作为 距离 的 定义 ， 则 称 这 样 的 空间 为 4 维 欧 氏 空间 已 


事实 上 ， 容 易 推 知 ， 除 了 三 角形 不 等 式 外 ， 上 面 所 定义 的 函 
数 d(x，2) 具 有 度量 性 质 。 所 以 只 要 证 明 


ee 


dx，y) 和 dgd(x，z) 十 dy7，2z)， 
X 37，2zEM， 
也 就 是 要 证 明 


+| 记 co- 9 
著 令 妈 =2 一 罗 史 = 了 一 和 则 将 一 光一 于 十 o 因而 只 要 证 明 
| 了》] co 寺 >) co] 生 
f = 1 1= 工 


把 这 个 不 等 式 两 边 平方 ， 经 过 化 简 后 ， 可 知 它 等 价 于 


了 洒 1 <| 了》 cn 》) on 
= 工 = 了 ft = 工 


这 就 是 通常 说 的 Schwarz 不 等 式 , 对 任意 两 组 实数 总 是 成 
立 的 。 

4. 函数 。 连续 性 。 周 肘 设 和 = (， Y) 与 了 = (CM/， T/) 
是 两 个 拓扑 空间 。 如 果 对 于 天 的 每 点 己 , 在 了 中 有 一 点 已 "与 已 对 
应 ， 则 称 这 个 对 应 为 工 到 了 的 肌 射 , 记 作 :一 了 。 映 射 可 以 用 
函数 记号 来 表示 ， 

忆 = 上 (PP) 
己 称 为 己 的 象 。 当 世 的 一 切 点 都 是 蕊 的 点 的 象 时 ， 称 了 为 工 到 了 
上 的 映射 。 当 给 定 书 会 了 了 时， 在 环 中 以 已 为 象 的 一 切 点 的 全 体 
称 为 忆 的 象 源 ， 使 已 和 它 在 卫 中 的 象 源 相对 应 的 映射 称 为 给 定 
映 射 的 逆 上 映射， 记 作 广 :。 

对 于 上 映 射 了 给 定 了 点 己 全 了 和 它 在 了 中 的 象 P = (P) 的 

任意 邻 域 [7/ (PP )， 若 找 出 尸 的 这 样 的 邻 域 IJ(P)， 使 得 
JUCP)D)CIT CPP h)， 

则 称 映射 在 尸 点 是 连续 的 。 特 别 ， 如 果 在 工 的 一 切 点 都 是 连续 

的 ， 这 时 称 太 :了 一 卫 为 一 个 连续 映射 或 简称 为 映射 ， 天 叫做 了 的 


ee 与 。 


定义 空间 ， 工 叫做 了 的 值 空间 。 
当 一 对 一 的 映射 / : 王 -> 站 同 它 的 道 映 射 广 : 了 一 式 一 起 ， 顺 
次 在 乏 , 并 上 都 是 连续 肌 射 时 , 则 称 ; 为 一 个 拓扑 映射 。 当 映 式 到 
的 拓扑 映射 存在 时 , 把 点 书后 和 和 点 已 一 帮 卫 ) 看 成 局 一点， 就 
知道 式 , 了 具有 同一 拓扑 , 这 时 称 两 个 拓扑 空间 民 ， 工 互 为 同 豚 。 
在 连续 映射 太 : 和 ~> 工 之 下 ， 著 在 书 点 有 一 个 邻 域 (也 ), 使 

它 与 它 的 象 凡 7 = 了 (CU ) 同 胚 , 就 说 映射 在 书 点 是 局 部 同 暨 的 。 
显然 ， 同 胚 在 任意 点 是 局 部 同 胚 的 。 但 在 每 点 局 部 同 鹭 的 映射 可 
以 不 是 同 胚 的 。 

给 定 两 个 拓扑 空间 允 ,， 民 :， 设 CE 失 。， asE 拓 2 并 考虑 一 
切 点 对 〈c，a:) 的 集 。 在 瑟 , 和 X, 中 分 别 取 开 集 0, 和 O:,， 令 
aEO， 和 全 0,， 则 一 切 点 对 (ac:) 的 集 叫 做 集 O 和 CO， 
的 积 ， 记 作 O,x O:。 制 作 具 有 形式 O,x O, 的 和 集 ， 并 定义 忌 ， 
x 基 :内 的 拓扑 ， 则 不 难 证 明 艺 , x 到 ,构成 一 个 拓扑 室 间 ， 称 之 
为 空间 天, 和 车， 的 直 积 或 拓扑 积 。 

车 生 , 刁 :都 是 Hausdorff 空间 , 则 全 XA， 也 症 Hausdorff 
空间 .。 

欧 氏 平面 已 : 是 两 条 直线 的 拓扑 积 ， 所 以 碟 一 局 !X 万 !， 
般 邮 ，? 维 欧 氏 空间 可 以 作为 2 重 拓扑 积 忆 :XIX…X 五 :。 

如 果 用 连续 怠 射 了 把 线 和 IT :a 委 上 委 5 上 映射 到 拓扑 空间 艺 ， 

它 的 象 (上 ) 称 为 曲线 ， 了 (aa )， (5 ) 叫 做 这 条 曲线 的 端点 。 
如 果 拓 扑 空 间 开 的 任意 两 点 可 以 用 连续 曲 线 连结 时 ， 称 艺 为 弧 式 
连通 的 。 

可 微 性 概念 基于 分 析 中 导数 的 定义 。 设 为 一 正 整 数 ， 若 从 

一 个 开 集 DCR 到 玉 " 的 一 个 映射 了 在 扩 上 具有 直到 ” 阶 的 连续 
偏 导数 ; 则 称 /为 C" 函数 ， 

拓扑 基 是 个 重要 的 概念 。 设 拓扑 空间 式 以 为 其 开 集 组 ， 对 
于 子 组 BC T, 使 得 任意 开 集 可 以 用 妃 中 的 开 集 的 和 集 来 表示 , 则 
称 刀 为 瑟 的 一 个 拓扑 基 , 

例如 ， 对 于 ? 维 欧 氏 空间 了 开 球 组 构成 一 个 拓扑 划 。 对 于 


6 。， 


”离散 拓扑 ， 空 集 与 一 切 单个 点 的 集 构成 一 个 基 。 

车 拓扑 空间 下 含有 至 多 由 可 数 个 集 形成 的 一 个 拓扑 基 ， 则 称 
抑 满足 第 二 可 数 性 公理 。 

设 在 拓扑 空间 达 中 具有 由 开 集 构成 的 某 一 个 集 ， 记 作 一 
{U。) (这 里 & 是 标志 这 些 开 集 U. 的 记号 , 假定 在 某 一 集 4 的 元 
素 中 变动 ,4 的 元 素 不 一 定 是 可 数 个 ) .如果 取 任意 点 a E 存 , 存在 
一 个 属于 的 U。 使 eEU。， 就 说 形成 丈 的 一 个 开 履 盖 。 

若 允 是 满足 第 二 可 数 狂 公理 的 拓扑 空间 ， 则 只 要 给 定 不 的 任 
意 开 覆 盖 Y， 从 上 中 选 出 可 数 个 开 集 ， 就 可 以 把 不 覆盖 起 来 。 如 
果 只 用 其 中 有 限 个 开 集 就 能 覆盖 X， 就 称 刀 为 紧 致 拓扑 空间 。 

如 果 一 个 拓扑 空间 瑟 的 每 点 具有 一 个 邻 域 与 某 一 站 维 欧 氏 空 
间 的 一 个 开 子 集 同 胚 , 就 说 臣 为 局 部 欧 氏 的 ，# 称 为 忒 的 维 数 ， 

5、 度 量 空 间 的 完备 化 ” 设 (os} (4 = 1，2，…)》 是 拓扑 空 
间 民 中 一 个 无 限 点 列 。 若 有 一 点 a， 对 4 的 每 个 邻 域 凡 有 一 个 指 
数 N 与 6 对 应 ， 并 当 ” 六 N 时 ，aEUJ， 则 称 点 列 {o.} 是 收敛 的 ， 
或 者 说 点 列 {a} 收敛 于 极限 点 5， 记 作 


lim ca. 一 4 或 者 Co 0 《 多 一 co)。 
性 -> oo . 


车 (as} 是 度量 空间 元 的 一 个 无 限 点 列 ， 并 收敛 于 2 点 ， 则 对 
任何 s 之 0 必 有 正 整 数 六 ， 使 得 


d (au。， a < 一， m >N。 


歼 由 三 角形 不 等 式 便 得 
CCoy ca)<e ， 1， 盖 。 

使 这 个 不 等 式 成 立 的 点 列 {oo》 称 为 Cauchy 序列 。 不 难 证 明 ， 一 
个 度量 空间 中 一 个 收敛 点 列 必 为 Cadchy 序列 ， 但 是 反 过 来 未 必 
成 立 。 例 如 把 一 切 有 理 数 看 作 一 维 实数 空间 及 :的 度量 空 间 ， 由 
玉 : 中 Cauchy 序 列 就 不 收 侠 ， 这 是 因为 它 的 极限 可 能 是 无 理 数 。 

特别 ,当空 间 天 中 任 一 Cauchy 序列 都 收 钱 时 ， 则 说 瑟 是 完备 
的 , 或 称 开 为 完备 空间 。 


紧 致 空间 是 完备 空间 。 事 实 上 ， 在 所 论 的 紧 致 空间 乞 的 各 点 、 

， 考 察 以 a 为 中 心 的 球形 邻 域 ， 设 3 (ac ) 为 其 内 部 ， 则 S(9) 
是 开 集 ， 关 且 这 些 开 集 的 全 体 {4S (ac )|1a E 工 ) 构 成 苑 的 开 覆 盖 ， 
因而 ， 由 紧 致 性 前 假设 ， 只 用 其 中 有 限 个 开 集 就 能 杰 盖 乏 。 现 在 
把 这 有 限 个 开 集 记 作 S (c)，S (ao)，…，S (or)。 | 

在 巧 内 任 取 一 个 无 限 点 列 ， 在 这 个 点 列 中 必 有 无 限 个 的 点 属 
-于 这 上 个 开 集 中 的 一 个 ， 比 如 S (c)， 再 把 S (ci) 的 边界 点 加 进 
去 ， 使 成 为 闭 集 S (cj; 显然 ， 在 这 个 闭 集 内 ， 这 个 无 限 子 点 列 
至 少 有 一 个 极限 点 ， 因 此 ， 盛 的 任 一 无 限 点 列 至 少 有 一 个 极限 
点 ， 所 以 地 为 完备 空间 。 

6. 微分 流 形 ” ”按照 第 2 中 所 述 ， 有 了 数 空间 尺 ， 就 有 
上 距 离 中 一 (x% 一 四)2> 0 ， 于 是 有 极限 、 开 集 等 概念 , 即 有 拓扑 . 
尼 ' 中 更 重要 的 是 还 有 代数 运算 ， 向 量 的 加 法 与 数 乘 ， 即 线性 运 
算 。 因 此 ， 严 "ac ) 是 一 个 拓扑 空间 ， 并 且 口 ) 是 一 个 向 量 空间 。 
从 尼 推广 到 流 形 ， 希 望 能 保持 这 两 个 性 质 ，。 但 是 不 可 能 完全 
保持 。 

拓扑 性 质 可 以 保持 ， 而 代数 性 质 则 不 伏 。 由 于 流 形 上 向 量 不 
能 相 加 ， 于 是 可 进 切 空 间 ， 这 些 下 面 要 详细 叙述 。 

上 面 我 们 已 经 讲 过 ， 玉 "是 一 个 度量 空间 ， 并 有 自然 的 拓扑 ， 
现在 的 问题 是 ， 如 何 推广 好 ， 引 进 流 形 的 概念 ， 使 它 基本 上 能 保 
持 尼 的 这 两 个 性 质 ， 现 在 给 出 微分 流 形 的 定义 如 下 ， 

设 蕊 为 一 Hausdorff 拓 扑 空 间 ， 并 且 有 满足 下 列 条 件 的 补充 
结构， 

工 对 于 和 有 一 个 有 限 或 可 数 开 覆盖 {7.}，% 所 4， 并 对 每 个 
DZ 和? 维 欧 氏 空间 人 的 某 开 区 恩人 同 胚 ， 它 对 应 的 同 胚 
设 为 

JU > 门 。 

2 若 对 于 使 已 门 Un 基 的 任意 两 个 开 集 Us Da(c，B 生 

4), 映射 
fg。11，j Un 站 Ta) 


都 是 C 函数 ， 则 称 和 (和 {/.}。 c GE 4) 为 C" a 维 微分 流 形 。 


图 1.1 


车 映射 fsjs: 都 是 C“ 的 ， 则 流 形 称 为 C“ 的 ,或 叫 解 析 
流 形 。 

上 述 的 补充 结构 称 为 民 上 C- 微 分 结构 。 

注意 ， 定 义 中 的 映射 

fp。j1j (CU。 mu-=pPccr。 门 Vp) 
是 一 个 同 胚 映射 。 因 为 这 卫 射 定义 在 ” 维 欧 氏 空间 的 一 个 开 集 
上 ， 所 以 讨论 它 的 微分 性 质 是 有 意义 的 ， 

映射 /在 开 集 U。(a 所 4) 中 定义 了 坐标 。 因 此 , 我 们 把 每 个 
局 。 称 为 坐标 邻 域 。 坐标 本 身 称 为 局 部 坐标 ， 这 样 ， 对 于 每 点 书生 
尽 。。 忆 的 局 部 从 标 为 一 (2 ，…，x%)， 其 中 x 是 点 (已 ) 的 第 
1 个 坐标 (一 1，…，7)。 

每 个 序 对 〈C。。 太 ) 称 为 大 在 己 点 的 坐标 卡 或 在 尸 点 的 局 部 
坐标 系 , 以 后 简称 为 卡 〈Chart) 有 时 也 本 本 卡 的 集 称 为 M 的 卡 
集 《atlas)。 若 fafaEC= (或 C5，Cs，C" 等 )， 则 说 卡 (Us ya) 
与 《Ce fa) 是 相 容 的 。 

车 PEU。mnZe， 则 忆 有 映射 所 确定 的 局 部 促 标 (xz:，…，,x”) 
身 射 户 确定 的 局 部 坐标 x' 一 (27 ，…，xs )。 贞 射 fajfs: 可 写 为 

六 一 9 (00 ( 喀 生 /pfa(xD)， 一 切 的 p” (让 一 17，…， 
1 ) 都 是 C 函数 〈r =1 …，co，@)， 又 函数 行列 式 


det 


若 函 数 行列 式 都 大 于 0 ， 则 称 微分 流 形 是 可 定向 的 。 

应 当 指 出 ， 虽 然 坐标 邻 域 U。(c E4) 决 定 流 形 的 微分 结构 ， 
但 一 般 来 说 ， 在 一 个 微分 流 形 中 ， 还 存在 另外 的 代 标 邻 域 。 事 实 
上 ， 流 形 可 以 由 完全 不 同 的 一 组 开 集 {Fe} 以 及 相应 的 一 组 坐标 映 
射 {9gj} 来 决定 。 我 们 称 {Pb} 与 {0。 为 等 价 旦 标 系 ， 车 以 { 旷 代 
替 {。， 我 们 认为 所 决定 出 来 的 微分 流 形 是 相同 的 。 

俩 1 取 妃 "作为 姓 ， 把 单个 的 已 "看 作 一 组 { 订 。， 从 已 到 互 * 
的 恒 等 映 射 当 做 /.， 则 显然 ，2 都 成 立 ， 所 以 巨 " 是 一 个 4 维 解 
析 流 形 。 
例 2 取 已 -中 的 一 个 单位 球面 S ， 

%2: 十 2 十 22 一 1 

在 球面 S 上 取 两 个 部 分 ， 它 们 按 下 列 条 件 来 定义 : 


Us 2 十 扣 二 1，> < 


LU， 好 十 史 十 z2 一 1， z> 一 -本 。 


现在 把 局 上 一 点 PCx, 多 2 从 球面 S 的 北极 (0， 0， 1) 射 
由 这 全 2 = 0 上 一 点 Pi ww 0)， 则 经 过 简单 计算 ， 就 得 


和 和 


或 即 


尺 一 


2 凡 十 02 一 了 
-HETIE， 7 一 To 一 了 十 开 十 到 。 
车 Pi Co 鸭 习 在 [上 变动 ， 则 不 难 知道 , 点 《 5 ) 的 罗 迹 是 
在 圆 
认 十 02< 一 3 
的 内 部, 所 以 可 以 考虑 作 一 个 全 标 邻 城 ，(u 中) 为 己 的 局 部 是 


se 10 4 


标 。 同 样 地 ， 如 果 把 :上 一 点 P:(x% % 2 从 球面 S 的 南极 〈0% 0， 
一 1) 射影 到 赤道 平面 > = 0 上 一 点 Pa ，" ，0)， 我 们 有 这 个 
卫 射 的 方程 


或 即 ， 
2 DZ 一 2]2 一 IJ/ 

“ 一 这 w 生 7 “一 于 “ -于 本 

当 !: 在 凡 上 变动 ， 则 点 〈% ，”) 的 轨迹 也 在 贺 
2 十 0/2< 3 
的 内 部 。 所 以 也 可 以 考虑 作 另 一 坐标 邻 域 ，(u ,2 ) 为 也: 的 
局 部 坐标 。 
由 此 可 见 ， 球 面 S 可 以 考虑 作 由 两 个 邻 域 [7 和 D: 构成 ， 又 

志 与 DU: 的 公共 部 分 万 = 局 人 QU， 这 就 是 球面 S 包含 在 两 平面 z 


= -与 z 一 一 一 -之 间 的 部分 ， 并 在 这 个 部 分 万 中 ， 球 面 上 的 


一 点 万 对 应 于 平面 上 的 两 点 R(u o)，RR(u',o7)。 从 上 面 所 列 出 
的 公式 ， 不 难 推出 它们 之 间 的 关系 式 ， 


oo ya 
42 十 02 9 2 十 22 9 
妈 / 2 


对 于 刀 内 的 点 ， 因 为 妈 十 o>> 0，U 十 0/ 人 > 0， 所 以 这 个 变换 
在 刀 中 满足 可 逆 和 解析 的 条 件 ， 从 到 六: 的 变换 是 医 为 1， 极 
在 原点 的 一 个 反 演 ， 因 而 风 ， 风 为 (x，z) 的 函数 ， 而 且 具 有 
任意 阶 连 续 导数 ， 所 以 S 为 一 个 C" 解 析 流 形 。 站 
例 3 设 思 ，…，》%” 为 8 十 1 维 欧 氏 空间 ”… 的 笛 氏 坐标 ， 
设 已 (3 …， 入 7) 为 9 …，37 的 C 陋 数 ， 又 不 为 满足 
， 下 (yy yy) 一 0 


的 非 空 的 点 集 ， 且 在 关 的 每 点 上 -2 -5 中 至 少 有 一 


ee 11 。 


不 为 堆 , 则 就 是 一 C" 微 分 流 形 。 事 实 上 , 设 Pu(y8，…，%9 为 
天 上 的 点 ， 不 妨 设 在 P。 的 中 存在 以 忆 ， 


为 中 心 的 一 个 开 球 丈 ， 使 得 天 在 柬 中 的 点 都 可 表 为 
2 一 2 


且 - 记 psr- 关 0 ， 不 护 把 y， …，3 的 变化 范围 限制 在 a 维 空间 的 


一 个 球 域内 。 这 样 ， 我 们 就 得 到 一 个 开 集 避 ， 把 它 按 y:! 轴 的 方 
向 射影 到 平面 ”! 上 ， 我 们 得 到 与 有 " 的 区 域 的 一 个 同 胚 。 对 
忆 的 每 点 了 P， 都 可 作出 这 样 的 邻 域 ， 只 不 过 有 时 必须 用 另外 的 
y 来 代替 上 面 所 用 的 y”“…!:。 由 欧 氏 空间 的 点 集 的 性 质 , 用 有 限 或 无 
限 可 列 个 局 就 可 盖 住 王 。 设 Z7u 7: 为 其 中 的 两 个 开 集 ， 且 Zi 人 iD7 
天 玫 ， 如 果 LJ,，U7: 都 用 沿 同一 轴 射 影 到 平面 y= 0 为 其 坐标 的 
选取 法 ， 则 变换 的 方程 化 为 光一 多 (7 天 了 )， 显 然 属 于 C"， 且 
| 语 -| = 1 。 如 果 忆 。 避 , 是 灌 不 同 的 胡 标 轴 的 身影 来 定义 灰 标 
的 ， 不 妨 设 志 是 按 y”! 轴 射影 的 ，L1: 是 按 y 轴 射影 的 ，D7, 的 坐标 
记 为 刀 ， 人 :的 坐标 记 为 半 7 ， 3 对 于 CIU :中 
的 点 显然 成 立 


、 久 7 一 3 失 人 1 一 ”9 和 人 一 5 0 有 
这 些 函 数 显然 为 C` 的 ， 且 


9 亚 
| 蔚 ar 9 和 
09 86%” ep “ 

yt 


由 于 在 7 中 五 -0， 所 以 这 个 等 式 有 效 ! 


天 0， 所 以 行列 式 2- 尖 0 因此 蕊 是 ” 维 微分 流 形 。 特 别 是 容 


易 验 证 ， 瑟 “中 的 单位 球面 
(2 十 二 (02 一 


可 按 上 述 方 式 给 与 C* 解 析 结 构成 为 C" 微分 流 形 。 
同样 地 ， 若 给 定 的 方程 组 
下 (02 一 0 (ac 一 1 2,… 3) 
定义 了 非 空 点 集 匡 ， 天 .为 C" 函 数 ， 且 对 王 上 每 点 ， 拖 阵 
人 
(3 
的 秩 为 s ， 则 也 可 类 似 于 上 述 方法 定义 出 微分 结构 而 成 为 内 一 8 
个 组 的 C" 微 分 流 形 。 
例 4 在 C2 维 微分 流 形 和 中 ， 壬 个 坐标 邻 域内 设 有 两 点 
P(x9 和 P (x 二 dx)， 它 们 的 距离 ds 决定 于 正定 二 次 微分 形式 
ds2 一 gjj(XJGXiadx 
其 中 gu(x) 一 or(2) 为 C" 函数 ， 称 达 为 Cnm 维 Riemann 流 形 或 
Riemann 空 间 ， 这 个 空间 的 几何 岂 做 有 Riemann 郊 何 ， 并 称 
gNx) dxidxy 为 Riemann 空间 的 基本 度量 形式 ， 又 称 为 Riemana 
度量 。 
例 5。 实 射 形 空间 已 ( 尺 )。 令 生 = 民 “一 0》 ， 即 一 切除 
《0 …，0) 外 的 2 十 1 个 实数 组 % 一 (xx …， 2 3:) 的 全 体 。 
设 x，yEAR ”一 (0)}， 称 4Y，2? 是 等 价 的 , 如 果 有 入 后 尺 , 使 
X 一 和 % 即 (z1，…，o) 一 (95 …， 和 XID)。 由 2% 决 宅 的 等 
价 类 记 作 [5x ]=[x5 x2 xD]。 等 价 类 [x] 直 观 地 可 以 看 作 是 
通过 原点 的 一 切 直线 构成 的 空间 ， 现 在 要 证 
有 (及 ) 亚 人 [xx ER 一 10)) 
是 一 个 ” 维 解析 流 形 。 为 此 ， 在 己 " 中 引进 一 组 卡 
LU 一 《xb xxi3ce0》 (1 二; < 十 1) 
Jo(x 2 一 [和 5 
式 中 让 一 2 Ai，1 委 1<sT1lT)。 
在 凡 rr 门 UV 中 ， 有 
中 一 证 / 语 (Fep 门 ， 读 一 1/E 
坐标 变换 都 是 有 理 函 数 ， 所 以 妃 是 4 维 解析 流 形 ， 这 是 流 形 作为 
{R 一 (0 } 的 商 空间 的 例子 。 


e 13。 


7. 微分 映射 ” 设 M, 和 M ,为 任意 给 定 的 两 个 微分 流 形 。 考 虑 
一 个 映射 9 :Mi 。 若 对 定义 在 一 个 广 CM: 上 的 每 个 函数 9 ， 
使 得 9。 申 是 Mi 上 一 个 可 微 函 数 ， 记 作 中 *g， 即 
9*g=goe， : (1.U 
则 称 申 为 一 个 微分 映射 。 因 此 ， 忠 "把 定义 在 M。 的 子 集 上 的 函数 
空间 映 到 定义 在 ,的 子 集 上 的 函数 空间 ， 
车 由 :Ms=M:， 则 从 (2.1) 入 
(中 。 中 )* 一 中 +。 粘 ， 《2 
就 是 说 :- 洲 中 :4 rz 和 则 54 有 拓 分 遇 则 。 5 
-1 ,也 是 微分 遇 射 
微分 映射 中 可 用 局 部 肖 标 表达 如 下 ; 设 M4， 和 ,的 维 数 分 别 
为 4 和 和 ， 并 设 X5，…，x 为 已 EM 的 局 部 坐标 ， 和 2 
为 9(P)EM: 的 局 部 华 标 ， 则 四 是 一 个 微分 映射 的 充 要 条 件 是 
2 ( 申 (px ) 一 2 (0x5 2 为 X5 …y 2 的 可 微 函 数 。 
著 在 一 点 也 (x:，…， 1 的 Jacobi 和 托 阵 


xf 
的 秩 等 于 ， 则 称 映射 中 的 秩 为 ， 记 作 rank 中 一 7 。 

著 在 对 , 的 一 切 虑 处 ， 一 个 微分 映射 9 Mi->M: 的 秩 ” 都 等 
于 Mi: 的 维 数 #， 则 称 9 为 一 个 浸入 (immersion)。 

车 一 个 浸入 申 是 一 个 同 是 , 则 称 申 为 一 个 嵌入 (imbedding)。 
著 一 个 温 入 中 和 2.1 都 是 可 微 的 同上 喘 射 ， 则 称 中 为 一 个 微分 同 
胚 《diffeomorphism)， 自然 , 这 时 严 = 2 ，M 到 自 贞 的 同 胚 喘 射 
叫做 M 的 微分 变换 (或 简称 为 变换 )。 

因此 一 个 菩 入 是 一 个 一 对 一 的 涟 入， 但 不 是 每 个 一 对 一 的 浸 
入 都 是 庶 入 。 


DX ， ， 
《 和 一 1， 0 他 一 1 ， 9 7/ 
《M%19 9 2》 0 


81.2， 切 空间 及 余 切 空间 .向量 


1， 切 向 量 . 切 空间 ”我 们 考察 微分 流 形 朵 的 一 个 坐标 邻 域 以 


ee 1T4 。， 


中 一 点 P (xi)。 通 过 已 点 而 落 在 这 中 的 C: 曲 线 是 指 借方 程 
Mi=yt) 0 和 <H (0)= 和 (ii =) (2.1) 
所 确定 的 点 集 。 设 在 己 点 给 定 某 一 方向 ， 它 可 用 通过 已 点 和 这 个 
方向 相 切 的 一 条 曲线 (2.1) 来 确定 ， 若 上 充分 地 小 ， 则 (2.1) 可 
写 为 . 村 
好 一 Xi 一 好 十 多 十 … (一 1，…)2)， (2.1)7 


未 写 出 的 项 表示 关于 + 至 少 是 二 次 项 的 总 和 。 把 (2.1)7 求 导 ， 得 
(区 )-8 一 1]，…，1)， (2.2) 


这 些 数 的 比值 完全 确定 已 知 的 方向 ， 设 记 (x ) 为 在 已 点 定义 的 
一 个 可 微 函 数 ， 它 沿 着 方向 (2.2) 的 导数 为 


[条 fc9] -人 (2) (2.3) 


这 里 右边 的 相同 指标 让 上 下 各 出 现 一 次 ， 玫 示 ; 从 1 到 # 作 和 。 
以 后 若 无 特 殊 声 明 ， 都 采用 这 种 规定 。 (2- 3) 中 右 下 角 的 附 标 
表示 括 红 内 的 函数 在 己 点 取 值 。 

人 5 函数 的 全 体 记 作 ECP)， 把 


公式 (2.3) 中 丈 = 久 rr (在 也 点 取 值 ) 作为 (P) 上 一 个 


算 子 ， 它 具有 实数 值 ， 我 们 这 和 了 为 在 点 的 切 有 | 其 中 外 是 
实 常数 ， 由 于 这 个 定义 与 坐标 系 有 关 ， 四 此 有 必要 给 出 切 向 量 的 
另 一 特征 如 下 ， 
-定理 1.1 曲线 x (+ ) 在 已 虚 的 切 向 量 是 由 


X1=[- 革 fxz(CbD)] 


定义 的 F=( 己 ) 到 实数 域 尺 上 一 个 映射 X。 换言之 ，XF 是 了 洛 着 
曲线 x(1) 在 1 =0 的 方向 上 的 导数 。 其 充 要 条 件 是 ， 
工 向 量 革 在 尺 上 是 线性 的 ， 
居 (af 十 1g)=aXF 二 Do， 记 ER (P) 
ca 8ER。 《2.4 


9 
jgEF”(P)， (2.5) 

每 个 切 向 量 满足 (2.4) 和 (2.5) 是 显然 的 ; 条 侍 2 正 是 乘 
积 的 微分 法 则 ， 称 之 为 Leibniz 法 则 。 反之 ， 假 定 工 满足 1 ，2 ， 
并 设 CEF-(P) 是 一 个 常数 ， 则 

大 CC=C, 1 一 CI1=C(1. TITI1. 工 1) 一 2XC， 
由 此 可 见 ， 刁 C 一 0 。 现 设 上 GEF“(PDP) 则 由 Taylor 定 理 ， 在 己 
点 邻近 ， 可 把 了 表 成 

jz) 一 /ax 十 G(2 一 2) 十 (一 2 (Cx 一 xb)azr(x)， 


式 中 ouEF-(P)，o=(-25 ) 。 把 X 作 用 在 六 (x) 上， 并 利 用 


《2.4)， 便 得 
一 Xf(xo) 十 0 下 (x 一 x) 
十 天 ((x 一 xx 一 2)arp(CZ)) 

式 中 个 fxo= 0 (〈 因 广 (xo) 是 常数 )。 再 按 条 件 2 ， 便 有 
妈 (GY 一 50 一 吧 )ap(2) 一 下 (一 关 ) CC 一 2)azr(x)D 

十 于 (Xi 一 区 0) [Ge 一 缮 )aar(x)]P 

十 [(x 一 虽 ) (一 0)]z(omD 一 0。 
因此 ， 对 一 切 / E 严 "( 忆 ) 成 立 


7 9 
X1= Xe:a=Xx ( 2 )， 
落 令 时 = 和 Xx'， 则 上 式 变 为 
下- (2.6) 


所 以 式 是 一 个 切 向 量 。 证 毕 。 
从 上 面 的 证 明 可 知 ,， 关 于 一 个 给 定 的 坐标 系 〈*”)， 任 何 一 个 
切 向 量 可 表 为 〈2.6) 或 


人 (2.6)/ 
车 和 :和 式 : 是 在 己 点 的 两 个 切 向 量 ，a，c:E 亿 及 ， 则 由 


e 16 。 


(aa 一 aa 
确定 的 c: :十 cs 扣 : 也 是 在 己 点 的 切 向 量 ;， 由 此 可 见 ， 在 尸 点 的 所 
有 切 向 量 构成 一 个 实 线性 空间 ， 称 为 流 形 内 在 尸 点 的 切 室 间 ， 记 
作 T。(MD)。m 个 数 , …， 8 称 为 向 量 蕊 关于 局 部 侍 标 系 的 支 量 
或 坐标 。 
定理 1.2 ” 设 x:，…，x 是 在 尸 的 坐标 邻 域 芝 内 一 全 坐标 系 ， 


则 切 向 量 -2r，…，- 二 构成 切 空间 T,(M) 的 一 个 基底 , 通称 为 
自然 基底 。 


-2 ) 显然 是 属于 了 ,(MM) 的 ， 从 方程 
和 
…， 二 二 是 线性 无 关 的 ， 如 果 它 们 之 间 在 一 个 线性 关系 ， 比 如 


二 外 一 0， (2.7) 
因为 第 7 个 坐标 2 属于 严 "( 己 )， 把 和 作 用 在 上 ， 便 得 
0 一 Xx 一 二 人 (7 一 1 ，… 1)， 


因而 (2.7) 中 的 系数 都 是 零 ， 这 就 完成 了 定理 的 证 骨 。 

现在 假定 己 为 两 个 坐标 邻 域 ，L" 的 公共 区 域 U 站 C“ 中 一 
点 ， 则 在 以 “中 的 曲线 可 表 为 
x 一 (xD0)，0 福 1<bC<h)， 
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ex ol ax /mm 


并 有 关系 式 


因此 


? ， - 、 
式 中 oj 一 (57 )， 是 变换 方程 的 Jacobi 算 阵 ， 所 以 一 切 明 标 变 
换 ， 在 切 空间 Tv(M) 内 ， 都 是 线性 变换 。 
关系 式 (2.6) 给 出 任 一 向 量 世 E Ts(1 人 7 以 基 良 向 量 -(P) 


裘 达 的 一 个 显 式 吕 示 式 。 若 PE 网 关于 三 术 2 我 们 
有 . 


网 时 1 
娠 一 


式 中 


 . 9 本 
D 好 3 (应 用 (2.6)， (2.8) 为 


中 一 cf， ” (2.9) 
这 是 一 个 向 量 的 支 量 名 所 满足 的 一 个 变换 规律 所 叫做 一 个 逆 变 
向 量 的 支 量 或 坐标 。 

2. 余 切 空间 从 上 述 这 个 结论 很 清楚 地 知道 , 我 们 应 该 如 何 
来 制作 协 变 向 量 作为 7。(M) 的 对 偶 空 间 的 元 素 。 为 此 ， 我 们 考虑 
一 切线 性 上 映射 @，T(M)-> 尺 ( 尺 : 实 数 域 ) 的 集合 以 @ ( 乞 ) 或 
《oo，, 怀 )〈 这 两 个 记号 今后 都 将 采用 ) 表示 任 一 向 量 XET(CM) 
在 @ 之 下 的 象 。 这 个 集合 是 Ts(M) 的 对 个 , 记 作 -T8(CM)， 并 称 为 
M 在 己 的 对 偶 切 空间 或 余 切 空间 。 由 要 求 这 个 空间 具有 向 量 空间 
.的 结构 ， 对 一 切 O， 入 ET7Y(CM)，XE7(M)，o ER， 

《oo 十 ， 古 ) 一 (oo, 瑟 ) 二 (入 ,三 )， 
《ah 大) 一 6 大)。 、 (2.10) 

对 任何 / EF”( 忆 )， 现 在 定义 735GM7 的 一 个 元 索 ， 记 作 d 户 
它 是 这 样 一 个 映射 73CM)- 尺 ， 使 得 对 一 切入 EToCMN)， 

df(Z) 三 (dj X)= 三 六 (2.11) 
特别 ， 对 尸 EUJ， 给 出 某 一 图 (D， 8)， 令 = 2 对 某 一 个 及 
(RE =1，…，#)， 则 (2.11) 变 为 
《ax 扩 丰 ) 一 写 X4 (2.12) 


并 关 把 大 与 TCM) 的 一 个 基底 向 量 -2 等 同 起 来 ， 则 有 


9 18 9 


。 dt 2 (2.13) 


因此 (do -dx 是 Ta 的 基 遍 训 ，…， -2 的 对 


. 偶 ， 因 而 (dx:，…，dx") 是 TCM) 的 一 个 基底 , 所 以 任 一 元 未 
口 于 73CM) 关 于 给 定 的 图 可 表 为 1 
o=ordxy， oiEER， (2.14) 
称 m; 为 元 素 品 E73(CM) 的 支 最 或 坐标 。 特 别 是 ， 对 〈2.11) 中 押 
指 的 dfETYCM)， 现 在 可 写 为 
dj=aadxs (2.15) 
因此 ， 一 方面 ， 应 用 (2.10) 和 《2.13)， 便 得 


人 


而 另 一 方面 ， 代 《2.11) 看 到 


《Ce 之 > 2 (2.161 
所 以 wj= - 访 ， 因 而 (2.15) 避 可 以 用 部 知 的 形式 表达 : 
- 扩 


(. 17) 


这 类 示 -2 太 o 是 好 的 支 量 ，7YCGM 网 元 素 称 为 在 忆 的 币 分 


中 关于 任何 其 它 青 标 系 %，(2.14) 的 类 似 表达 式 为 
@ 一 Ooi7dxm | (2.18) 


1 中 于 1 便 得 
ax7 一 
夺 全 1 本 为 天 


os 一 ai idx， 


(2.19) 


@ 一 ol 人 


8 19 ， 


式 中 
Bx1 
0 一 ro (2.20) 
这 是 一 个 协 变 向 量 的 支 量 所 满足 的 变换 规律 。 对 偶 切 空间 
字 (GM) 的 向 量 叫做 协 变 向 量 ， 因而 切 空间 了 (W) 的 向 量 有 时 叫 


做 着 变 向 量 。 此 外 , 荐 XETsCMX) 和 oET2(M) 关于 基底 (2 


DXL， 


。 记 ) 和 (de …，dx ) 的 支 量 分 别 是 妈 和 ou 则 由 
《2.6)，(2.14)，(2.10) 和 (2.13) 立刻 推出 


《(@， 筷 ) 一 os( 天 ) 各 《dx oo oj 和 (2.21) 


这 与 坐标 系 无 关 ， 


8$ 1.3， 群 的 一 些 基本 概念 


1 抽象 咯 设 G=(@b po2 六 2 0) 为 一 非 空 集 。 当 了 到 
G 中 的 两 个 元 素 2，y 时 ， 假 设 已 给 定 了 把 它们 结合 起来 的 法 则 ， 
把 结合 元 素 记 作 xy。xy 叫 做 xx 和 ?> 的 积 ， 且 满足 下 列 性 质 ， 
1 着 x，yEG， 则 xyEG; 
2 车 x，?，2EG， 则 x(yz)=(xy)z( 乘 法 的 结合 律 ) 
3 对 一 切 的 元 素 x 皇 G， 必 有 元 素 e 会 G， 使 ye 一 ex 一 X 
《e 叫做 么 元 )3 
4。 对 一 切 的 元 素 xEG， 必 有 元 素 2IEG， 使 xxr1 一 1x 
一 2(2 叫做 x 的 道 元 )。 
我 们 说 ， 集 G 关 于 所 考虑 的 结合 法 则 做 成 一 个 抽象 群 或 简称 
为 群 。 
壤 群 G 对 滋 法 是 可 交换 的 ， 则 称 G 为 可 换 群 或 Abel 群 
2， 变 换 。 变 换 群 ”在 集 巨 一 (ca，B，,'… ….) 中 的 元 素 组 成 一 对 
一 的 对 应 称 为 变换 ， 记 作 | 
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ar 一 X(CQ)。 
全 = 一"(e )， 把 元 素 “ 变 到 自己 的 变 效 四 做人 等 这 巡 或 
变换 。 记 作 


设 y 为 另 一 变换 ， 令 . 
co 一 (QQ ) 
= 一 yKCX(cJ) 
一 2X(CQ )， 


而 约定 是 从 c 经 过 变换 yy 而 得 到 的 ， 称 这 个 变换 yx 为 两 变换 
>x，2 的 积 . 

当 变 换 祭 G 对 上 面 所 定义 的 积 的 结合 满足 下 列 条 件 时 ， 称 为 
变换 群 。 

1) 设 x，2 六 内 作证 则 xy 也 是 属于 G 的 变换 

2) 对 G 的 任意 变换 x， 

2XX Ca 
< 一 忆 
成 立 的 变换 汪 ' 必 属于 CG 〈 称 x 为 x 的 逆 变 换 )。 

事实 上 ， 在 变换 集 CG 中 必 会 有 便 等 变换 2 《〈 即 各 元 素 和 它 它 自 
已 对 应 的 变换 )8 容易 看 出 结合 律 是 成 立 的 。 事 实 上 ， 若 % = 
X(a)，o%' = 一 y(a)，o: 一 2(a) 是 已 知 变换 , 则 x(y2) = (xy)2 都 表 
示 变 换 w' 一 x(?(z(o)))。 所 以 变换 群 也 满足 抽象 群 的 四 个 性 质 ， 
因而 对 变换 集 是 否 构成 一 个 群 只 要 检验 条 件 1 ) 和 2 ) 是 否 满足 
就 够 了 。 

车 在 G 中 存在 一 个 变换 , 把 无 的 任 一 元 素 变 到 另 一 任意 元 素 ， 
就 说 G 是 可 迁 群 当 对 于 互 的 一 对 元 素 仅 有 一 个 这 样 的 变换 时 , 说 
G 是 单纯 可 迁 的 。 不 可 迁 的 群 称 为 不 可 迁 群 . 

若 互 是 群 G 的 一 个 子 集 ， 当 刀 关于 G 中 同一 结合 法 则 独自 构 
成 群 时 ， 则 称 万 为 G 的 一 个 子 群 。 

例 1 运动 群 。 设 ” 维 空间 玉 " 中 的 局 % 与 点 Xi 的 储 标 之 间 满 
足 如 下 的 方程 组 ， 


入 “= 》 o4 十 扩 ( 大 一] 2 人， (3.1) 


式 中 和 2 是 参数 而 且 对 于 方 阵 〈o 和 的 各 元 素 成 立 关系 
(7 天 8) 
3 一 | (3.2) 


此 外 ， 行列 式 “ 
一 |o 让 一 1， (3.3) 
变换 (3.1) 称 为 维 空间 丸 " 中 的 运动 。 参 数 咱 和 久 的 个 数 等 于 
zz 十 1)8 关系 〈3.2) 有 nz(a 士 1)/2 个 ， 因 此 运动 有 z*(2 十 磋 /2 个 
参数 。 
我 们 容易 看 出 ，(c 仿 的 道 阵 ， 记 作 (4 和， 是 它 的 转 轩 ， 
4 一 at 从 此 可 以 写 出 〈3.1) 的 道 变换 取 如 下 的 形式 ，， 
入 一》 of(xl 一 b) 
7 =1 
此 外 ， 从 斤 何 明显 地 看 出 ， 两 个 运动 的 积 也 是 一 个 运动 ， 所 
以 构成 一 个 变换 群 ， 称 为 运动 群 ， 记 作 六 ， 具 有 结构 群 刀 的 空 
间 尺 " 称 为 欧 氏 空间 , 记 记 作 局 
! 一 "的 变 (3.1) 的 全 体 是 运动 群 的 一 个 子 群 称 为 旋 
转 群 . 
根据 Klein 的 思想 ， 有 一 个 变换 群 G 就 有 在 G 下 作为 不 变 式 
理论 的 一 种 几何 。 因 此 ， 在 运动 群 之 下 研究 图 形 不 变性 质 的 几何 
是 欧 氏 几何 。 
例 2 仿 射 群 。 设 ” 维 空 间 尺 "中 的 点 x 与 %/ 的 坐标 之 间 满 足 
如 形式 〈3.1) 的 方程 ， 但 式 中 的 参数 只 满足 唯一 的 条 件 A 一 |o 
> 0 。 满 足 这 个 条 件 的 变换 (3.1) 称 为 尺 " 中 的 仿 射 变换 。 我 们 
容易 检验 仿 射 变换 的 全 体 构成 一 个 群 ， 称 为 仿 射 群 ， 记 作 4。 具 
有 结构 群 4. 的 空间 忌 " 称 为 仿 射 空间 ， 记 作 4"。 
在 仿 射 群 之 下 研究 图 形 不 变性 质 的 几何 称 为 仿 射 几何 。 
例 3 ”射影 群 ， 考 虑 由 * 十 工 个 不 全 为 零 的 实数 构成 的 一 个 
组 (x) (8 一 1，2，…，7# 十 1 )， 作 为 站 维 无 定形 射影 空间 己 
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的 解析 点 。 若 两 个 解析 点 〈x") 和 “《〈x”) 满足 关系 式 


1 


XI 


2X2 _ 21 
广 三 光一 一 PT 
2 MX2/+17 9 


则 决定 同一 个 几何 点 。 (车 xs*== 0， 则 也 有 六 一 0 ， 反 过 来 也 一 
样 ,) 无 定形 庙 影 空间 己 - 是 这 种 几何 点 的 集 。 


因为 一 切 的 “不 全 为 零 ， 比 如 x”: 关 0， 假 定 xz 一 1， 则 可 
决定 对 应 的 几何 虑 。 


在 射影 空间 已" 中 导入 变换 群 
多 十 荆 
-6 
六 = 工 
而 行列 式 
A 一 lo 由 天 0， (3. 5) 


变换 (3.4) 的 全 体 就 是 a 维 射 影 群 具有 这 种 结构 群 的 空间 称 为 
射影 空间 。 

这 个 群 依赖 于 (十 1 一 1 一 ?十 2) 个 参数 。 

在 射影 群 之 下 研究 图 形 不 变性 质 的 儿 何 称 为 射影 几何 。， 

3. 李 群 。 秆 续 变 换 轿 ”假设 群 的 一 切 变换 由 参数 cu ao2，…， 
a" 来 确定 。 使 这 些 参 数 具 有 值 Y:，x2，…，x- 时 , 我 们 就 得 到 一 个 
变换 怀 ， 使 同一 些 参 数 具 有 新 值 y 5 …， 入 时， 得 到 另 一 个 
变换 了 。 按照 这 些 变换 结合 的 条 件 2 一 下 是 和 的 一个 变 才 这 
就 是 说 ， 我 们 得 到 了 确定 的 新 参数 值 2 22 …，2。 值 2 (太一 
1，2，…，7 ) 依 蒜 于 2 32 po，2X3 3 2 昌 23 即 得 
到 了 依赖 于 这 些 人 参数 的 一 些 函 数 ， 

2 一 65 (一 《3.6) 
或 缩写 为 

加 2 一 6"(x|2)。 《3.6)7 

车 一 个 群 的 元 素 连续 地 依 玖 于 有 限 会 数组 的 值 ， 而 结合 律 是 
借助 于 可 微 两 次 的 函数 0:，62 …，8 来 表示 ， 财 称 这 个 群 为 李 
和 群 ， 这 是 以 最 早 研究 这 种 群 的 挪威 数学 家 S. Lie 来 命名 的 。 
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十 九 世 纪 前 半期 ，JTo6asescrga 丰 讨论 了 一 种 新 儿 何 系统 ， 
今 称 为 罗氏 几何 。 同 时 射影 几何 形成 一 个 独立 的 几何 系统 ， 稍 后 
建立 了 Riemann 几 何 。 因 此 ， 到 十 九 世 纪 后 半期 ， 从 研究 “现实 
世界 的 空间 形式 ”的 种 种 观点 出 发 ， 可 以 产生 一 系列 独立 的 几何 
系统 。 要 把 一 切 这 些 系 统 在 同一 观点 下 统一 起 来 ， 但 要 保留 它们 
最 重要 的 质 的 差异 ， 是 借助 于 群 论 来 实现 的 。 

考虑 某 个 几何 空间 点 集 的 一 一 变换 ， 它 们 不 改变 已 知 几 何 系 
统 中 图 形 间 的 一 些 基 本 关系 。 这 些 变换 的 全 体 构成 一 个 群 ， 通 常 
叫做 已 知 儿 何 系统 的 自 同 构 铬 。 自 同 构 群 完全 刻 划 了 已 知 几何 系 
统 ， 因 为 若 群 已 知 ， 就 确定 了 相应 的 几何 ， 它 研究 点 集 在 给 定 群 
的 变换 下 保留 不 变 的 性 质 。 不 同 的 几何 系统 接 其 自 同 构 群 的 分 类 
方法 ， 就 是 上 面 已 经 指出 的 Klein 的 思想 (1872)。 所 有 在 上 世纪 
实际 研究 过 的 几何 系统 ， 它 的 自 同 构 群 都 是 李 群 。 正 如 上 面 所 指 
出 的 运动 群 、 仿 射 群 和 射影 群 都 是 李 群 。 本 书 所 讨论 的 基本 内 容 
就 是 研究 在 上 壕 三 种 群 之 下 的 微分 几何 ， 就 是 欧 氏 微分 几何 、 仿 
射 微 分 几何 和 射影 微分 几何 。 


81.4. 外 代 数 


1， 力 -向 量 空间 设 尺 表示 实数 域 06，5，c，… 工 表示 
及 上 一 个 2 维 向 量 空间 ， 它 的 元 素 为 w， 有 月，…。 
对 于 每 个 请 =0，1，2，…，4 我 们 将 作出 尺 上 一 个 新 的 向 
县 空间 
人 民工) 
叫做 在 工 上 上 访 - 疝 量 空 间 。 当 尹 一 0 1 时 就 是 
人"( 工 ) 一 及 R， 人 !(7L) 一 了 
”我 们 对 人 红 作 简单 的 说 明 。 这 个 空间 是 由 如 下 形式 的 所 有 和 组 
成 的 : 
Zai(awA 人 NBD)， 
并 服从 下 列 规律 
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(ac 十 asa) 人 有 一 ai(ai 人 有 ) 十 cs(as 人)， 
&A(B 十 2B) 一 pacABD) 十 总 (Ca 人 Ps 《4.1) 
ANa= 一 0， 
xaAB= 一 BAw 
式 中 心 ，B ，… 是 工 的 向 量 ，6G，5，…， 是 实数 w 和 人 有 叫做 
向 量 o 和 的 外 积 。 若 和 和 昌 是 线性 相关 的 ， 比 如 B =ca， 则 
& 和 4 人 人 B=axwAN(ca) 一 cc (人 ad)=c.0=10。 
否则 c 人 8 关 0。 
假定 c5 …， 0 为 工 的 一 个 基底 ， 则 
a 一 ao 8B 一 57 
aAB=act 人 ba 一 abi(c 和 人 入 o1， 
把 它 重 新 排列 如 下 , 每 项 c* 和 of= 0 和 每 个 C Ar 一 一 of 人 ai 
< 了 )。 从 此 


xcAB= 2》 (ob 一 ab)oNo5 (4.2) 
1 < 7 
由 于 入 民 的 每 个 元 素 是 这 种 外 积 的 一 个 线性 组 合 ， 所 以 3- 向 量 
(或 二 重 向 量 ) 构成 人 红 的 一 个 基底 。 由 此 推出 它 的 维 数 ， 


dimAXL)= 了 (一 1 一 Ci，， 


一 般 地 ， 引 几 同 样 的 概念 来 作出 人 所 工 )(2 委 户 委 4)。 它 

是 由 如 下 形式 的 一 切 户 -向 量 ， 或 户 重 向 量 的 和 组 成 的 ， 
Za(Cxa 人 … 人 ap)， 

并 且 服 从 下 列 规律 ， 

1 (aa+pB) 人 cs 人 人 …AN 人 ap=G(cCNA 人 as 人 .AzD)+6(BAaA 
… 人 ap)， 并 若 任 一 % 用 一 个 线性 组 合 代 替 ， 这 个 等 式 也 成 立 。 

2 若 对 某 一 对 指标 1 天 ，w=ap 则 人 N…A 人 as=0。 

3 对调 任意 两 个 or， 则 w 和信 … 人 和 ax* 变 叶 。 
从 工 容 易 推 出 o 人 … 人 as* 关 于 每 个 变数 是 线性 的 我 们 把 其 中 任 
一 变数 用 任意 个 〈 不 仅 两 个 ) 其 它 血 量 的 一 个 线性 组 合 来 代替 并 
用 分 配 律 计 算 其 值 ， 例 如 
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a 人 (DB 二 DB: 十 bsB.) 人 YA 人 5 
一 Di(a 人 Pi 人 YA5) 十 D:(a 人 :人 YA 人 当 ) 


十 ps(xac 人 BA 人 YA 人 5)， 
从 3 推出 ， 若是 {1， 2，…， 访 } 的 任 一 排列 ， 则 
an 人 … 人 ao 一 (sgnTr)aGI 人 人 ap (4.3) 


式 中 〈sgnr) 玫 示 天 的 符号 ， 即 为 偶 排 列 时 为 十 1， 奇 排 列 
时 为 一 1， 与 少 = 2 的 情形 类 似 ， 我 们 可 以 证 明 ， 若 
0l1， 9 
是 二 的 一 个 基底 , 则 可 作出 人 %(Z) 的 一 个 基底 如 下 : 对 于 每 组 指标 
互 一 (Pa，Po …， Ho)， 1 委 由 < 久 <…<A 委 和 9 
我 们 令 
Ga 一 041 人 .… 人 a5p， 
则 cs 的 全 体 为 人 所 工 ) 的 一 个 基底 。 由 此 推出 
dim 人 失 工 ) 一 CC 

就 是 从 个 东西 中 每 次 取 户 个 的 组 合 。 特 别 是 

dim 和 人 史 =1。 
若 和 代 人?Z)， 则 


入 一 了 aaGa 一 GaGay， (4.4) 
玖 


这 里 也 这 些 有 序 组 互 作 和 。 我 们 也 可 以 对 如 下 的 祖 重 指标 作 
和 ， 由 导入 反 称 系数 ， 

入 = -bwouA…Aat 《4.4 
式 中 必 -w 是 一 个 反 称 张 量 ， 而 且 

Do- 一 aa 对 万 一 人， < 
这 个 反 称 玫 示 法 是 经 常 有 用 的 。 表 达 式 〈4.4) 或 〈4.4)7 叫做 旋 
次 外 形式 。 = 1 时， 就 是 线性 形式 ， 户 一 时， 只 有 一 项 ， 它 
总 可 表 为 如 下 的 形式 
co 人 人 …A 人 Na 

其 中 为 一 常数 。 
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现在 指出 为 什么 当 户 之 ?时 不 能 定义 人 红 。( 有 时 为 方 便 起 
见 ， 对 轧 >> 关 时 ， 就 令 入 红 = 0 。) 我 们 把 积 人 … 人 as 中 每 个 
c 以 基 疝 量 c:，…，o" 的 一 个 线性 组 合 来 表达 ， 并 按 规律 王 完 
全 地 分 配 出 来 ， 则 导出 
oa 人 人 ap 一 0 人 人 … 人 0 
式 中 每 项 叫 和 NA… 人 ai 是 从 组 au …, g" 中 取出 泳 六 ”个 向 量 的 一 
个 积 ， 所 以 必 有 重复 的 向 量 ， 因 而 由 规律 2 它 等 于 零 。 由 此 可 
见 ， 0 人 … 人 oa 一 0 是 唯一 的 可 能 性 ， 
我 们 要 证 明 下 面 一 个 常用 的 定理 ， 
定理 1.8 ”向量 ,，…，w 是 线性 相关 的 一 个 充 要 条 件 是 ， 
oaAN…ANar= 0。 
证 “车 向 量 是 相关 的 ， 则 其 中 一 个 可 以 用 其 余 的 线性 地 来 表 
示 ， 比 方 说 ， 
7 一 
一 了》 aaCke 
玉 = 工 
因此 
ai 人 … 人 au 一 alA… 人 (Zacn 
一 Zakal 人 … 人 ar 人 ak 一 0， 
这 是 由 于 右边 每 项 有 一 个 重复 的 因子 。 
另 一 方面 ， 如 果 ai，…，o 是 线性 无 关 的 ， 我 们 总 可 以 旋 加 
(za 一 ) 个 向 量 cr …, co， 使 %，…， au 构成 空间 的 一 个 基底 ， 
则 人 A…A 人 as 天 0， 所 以 必 有 aw 人 N… 人 No 天 0。 
2. 外 代数 “我们 来 作出 一 个 直 和 
入 (ID=A"( 工 ) 四 AZ) 申 国人"(L)、 
于 是 入 ( 工 ) 是 一 个 向 量 空间 ， 其 基底 为 
go 人 民 人 ai (下 < 有 << 和 一 0 D ， 
因而 它 的 维 数 为 


| 
> C8=2"。 
b=10 
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在 人 ( 工 ) 上 技法 则 
(ca 人 人 Na 和) 人 (a5 和 信人 cao) 
一 0 和 人 和 八 … 人 or 人 ao 人 人 0 和 
(< <j <j) (4.5) 

来 定义 乘法 。 当 7” 士 s 委 4 时 ， 右 边 已 定义 好 当 了 十 拓 时 ， 
则 右边 等 于 零 ， 对 人 ( 工 ) 的 基底 元 素 ， 其 雪 法 由 (4.5) 定义 
好 再 利用 线性 性 质 ， 在 整个 人 ( 工 ) 上 来 定义 乘 法 。 特 别 ， 匣 
把 已 …， 广 ,重新 排列 ， 按 照 这 是 个 排 列 ， 还 是 奇 排 列 ，(4.5) 的 
两 边 薪 上 十 1 或 一 1， 对 1 … 万 ,也 一 样 。 因 此 ， 当 指标 不 一 定 
是 上 升 数 列 时 ，(4.5) 仍旧 成 立 。 有 两 个 户 或 两 个 及 相等 时 ， 则 
(4.5) 两 边 都 等 于 零 ， 所 以 不 管 指标 如 何 选取 ，(4.5) 总 是 成 
立 的 。 

由 〈4.5)， 不 难 验证 入 人 Hu = (一 世人 和 X，7r，s 分 别 为 入 ， 
的 次 数 。 

现在 来 验证 乘法 (4.5) 满足 结合 律 ， 就 是 说 人 ( 工 ) 是 一 结 
合 代数 。 

因为 著 令 万 = 人 ，…，j， 了 一 人， …， 1， 了 = 一 (1 
…， 7 了， 则 

(aaN 人 aoD 人 oa 一 aa 一 (oO8 人 aI 人 ca)， 
再 根据 线性 性 质 ， 便 知 结合 律 在 整个 人 ( 工 ) 上 成 立 。 人 (7 的 
单位 元 素 1 是 人 ” 〈 工 ) 的 唯一 的 基 庶 元 素 。 人 :( 工 ) 的 基底 co 
co“ 和 1 合并 起 来 构成 人 ( 工 ) 的 一 组 母 元 素 ， 这 是 因为 人 (Z) 4 的 
每 个 元 素 是 元 素 . 
GD 一 Oo 人 愉 人 ap ( 力 =0，1，…， 2) 

的 线性 组 合 。 

以 后 我 们 称 人 ( 工 ) 为 向 量 空间 工 上 的 外 代数 。 人 ( 工 ) 中 
的 乘法 称 为 外 乘法 。 

我 们 已 经 引用 明显 的 方法 定义 了 一 个 向 量 空间 的 外 代数 ， 现 
在 要 阐 述 也 可 用 另 一 种 更 常用 的 方式 来 定义 它 。 这 种 方式 对 以 后 
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的 应 用 特别 方便 。. 
定理 1.4 设 工 是 一 个 向 量 空间 ，A( 工 ) 是 它 的 外 代数 ， 则 
和 A( 工 ) 与 具有 单位 元 素 的 一 个 结合 代数 同 构 。 后 者 是 以 工 的 基 
底 元 素 为 生成 元 且 其 溢 法 具有 定义 关系 
0 人 = 0 (ED)。 
若 工 的 维 数 是 2 ， 则 入 ( 工 ) 的 维 数 为 2 
证 令 o0，…，yo 为 工 的 一 个 基底 ， 瑟 是 具有 单位 元 素 的 结 
合 代 数 ， 它 的 生成 元 为 ov …, o。 并 有 定义 关系 vNAo=0 (oE 工 )。 
因 世 的 外 代数 人 人工 是 一 个 具有 单位 元 素 的 结合 代数 ， 其 生成 元 为 
0 …，Dw， 并 满足 rz 人 = 0， 它 必须 是 已 在 一 个 同 态 下 的 象 。 
设 天 为 五 的 一 个 同 态 核 ， 人 (Z) 空 已 / 氏 ， 因 而 
dim 人 (Z) 一 dim 关 一 dim 天 。 (4.6) 
现在 以 Fx 表示 已 内 用 工 的 到 个 因子 的 乘积 张 成 的 子 空间 ， 
于 是 


Au= 1 《4.7) 
和 2 人 oz 十 Do 人 一 (0 十 0 人 (or 十 力 一 人 NU 一 人 Au 一 9 所 以 
U 人 一 一 由 人 2p (4.8) 

这 使 我 们 能 够 在 任何 单项 式 
0 人 0 人 … 人 zi 《4.9) 


中 对 调任 何 相 邻 的 因子 ， 不 过 是 变更 符号 而 已 。 因 此 ， 按 指标 增 
序 排 列 ， 至 多 变更 这 项 的 符号 。 若 有 两 个 指标 相等 ， 则 为 零 。 于 
是 能 把 王 , 的 每 个 元 素 写成 nr Nu 人 … 人 ur 的 线性 组 合 ， 其 中 
指标 为 
站 < 
因而 这 样 的 项 恰好 有 Cz# 个 ， 且 五 的 维 数 至 多 是 ZC8= 2"。 我 们 已 
经 看 到 ， 人 志 的 维 数 恰 等 于 2， 所 以 
dimF 和 dimAZ。 
由 此 与 (4.6) 可 知 ，dim 天 = 一 0， 因 而 玉 = 0， 于 是 人 ( 工 ) 和 
到 同 构 。 
现在 要 证 明 一 个 重要 定理 ， 


定理 1.5(Cartan 引 理 ) 设 ac: …， 吧 是 线性 无 关 的 ， 并 
假定 
oaAB 十 … 十 a2 人 及 =0， (4.10) 
则 成 立 关 系 式 


人 = y ca7 co 一 ct (4.117) 
了 = 工 
就 是 说 ， 和 是 w 的 线性 组 合 ， 并 且 它 的 系数 是 对 称 的 。 
证 取 ax1 1 Q 使 得 al 9 吧 是 线性 无 关 的 ， 由 
可 写 


旋 
一 遇 cioai 十 遇 di oo 


j =1 了 = 所 +1 


把 这 个 表达 式 代 入 〈4.10)， 便 得 


2 (CocoDuwAo+  》 duAu=0。 
1 < < 委 力 1 < 安 访 ， 了 >> 旋 
但 是 ， 在 第 一 段 中 已 经 指出 ，aiAai(z < 7 ) 构成 人 于 的 
基底 ， 所 以 是 线性 无 关 的 。 因 此 ，dj = 0 和 co = cf 证 毕 。 


81.5. 外 导 数 


1. 微分 形式 ”在 # 维 解析 流 形 M 上 再 考虑 一 点 已 所 M 的 协 
变 向 量 的 空间 73。 令 LU 为 包含 尸 的 一 个 邻 域 ， 坐 标 为 (xz ，…， 
x)。 自 然 基底 为 dz，qx” 和 …，4dx"， 则 在 忆 可 以 作出 一 个 也 
形式 

四 一 aadx padxez=aadxa da 一 aa(xX 2) 。 《5 ,1) 
注意 ， 这 里 已 经 略 去 记号 “人 "， 所 以 微分 dx 并 列 相 乘 常 指 外 
乘 。 表 达 式 〈5.1) 称 之 为 在 解析 流 形 M 上 的 一 点 己 的 邻 域 扩 上 
后 定义 的 一 个 各 个 各 人 和 以 后 简称 为 尹 徽 分 形式 。 当 尹 一 


o(d)= 0 dz) 一 axJadx (5.27) 
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为 方便 起 见 ， 称 变数 x 的 函数 为 0 微分 形式 . 
设 品 和 分别 是 在 上 的 刀 形式 和 9 形式 ， 则 @ 人 了 是 上 
的 一 个 《2 二 gd ) 形式 (自然 , 若 户 十 4 守 9 则 o 人 一 0). 车 
@ 一 GadxB T 一 pxdxXzy (5.3) 
风 OA 人 NT 一 aapkdxadxr， (5.4) 
所 以 @ 人 了 的 系数 是 o 和 1 的 系数 的 多 项 式 。 
例如 在 已 "中 一 个 1 形式 


0 一 Pax 二 Qudy 十 Rdz (5.5) 
可 以 与 一 个 普通 向 量 场 《已 ，Q， 尺 ) 等 同 ， 已 ?中 一 个 2 形式 
一 ddydz 二 Badzaqx 十 Cadxady (5.6) . 


可 以 与 已, 中 的 一 个 极 向 量 场 等 同 。 

2. 外 导数 ”以 Fe(U7) 素 示 在 上 的 捕 形 式 的 全 体 。 特 别 是 
Fe(U) 就 是 上 的 解析 函数 集 。 

现在 要 建立 一 个 运算 d ， 它 从 每 个 情形 式 吕 获得 一 个 〈 请 十 
1 ) 形式 go。 若 在 忆 上 作 这 种 运算 ， 例 如 对 于 一 个 0 形式 上 


df=-- 入 dz+- 纺 do 引 dz。 
对 于 (5.5) 所 给 定 的 1 形式 @， 作 


7 ”8z az ”8X 

+( 人 -区 dxdy (5.7) 
而 对 于 《5.6) 所 给 定 的 2 形式 C， 有 

da-( 认 + 呈 -jaxdodz。 (5.8) 


于 是 算 子 d 包含 普通 的 梯度 ， 旋 度 和 散 度 。 
现在 要 在 一 个 微分 流 形 上 确定 一 个 算 子 
d，Fe(TD) 一 Fo)。 
称 为 外 微分 算 子 d 。 
对 每 个 @， 我 们 定义 do 如 下 ， 
在 一 个 坐标 为 《zx5，…，x") 的 琢 标 领域 中 ， 若 o 是 一 名 
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形式 ， 


吕 一 0Oa( 六 Jaxay 


出 . 
dao= d (aadxa) 一 (daa)dxa 
这 里 
Can 一 -aa dxidxa (5.9) 
2 
于 是 
do 一 -2 dxidxa。 (5.10) 


ax 
do 称 为 上 《1 < 户 鲜 a ) 形式 的 外 微分 或 外 导数 。 运 算 d 称 
为 外 微分 法 。 现 在 要 来 验证 关于 积 的 外 导数 的 表达 式 
d(OAAH)= 一 从 Au 十 (一 D) 维 人 Ada (六 为 入 的 次 数 )。 《5.11) 
显然 地 ， 我 们 只 要 对 单项 式 来 证 明 这 个 表达 式 ， 因为 任意 的 外 微 
分 形式 总 可 以 用 若干 个 单项 式 的 和 来 表达 ， 并 因 陛 法 与 算 子 qd 都 
是 线性 的 ， 所 以 可 推出 一 般 情 形 。 
设 入 一 aqxB， 必 一 axXK。 
则 由 〈5.10)， 


d( 和 Ab)=d (opdxadxx) 一 (ob dxidxadxr 
2 


-aa_ bdxiadxndxk 二 GD dxidxadx 


DX% ax 
一 [sean| 人 (bdxs) 
xf 
十 (一 DMKadxa) 人 ( 闻 dadmj 
xf 


=(d)A 人 AH 二 (一 1DIAAdu (六 为 入 的 次 数 )。 
这 个 符号 〈 一 1)* 是 从 
axidxa 一 (一 1)2xaax 
产生 的 。 这 就 证 明了 公式 〈5.11)。 
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对 于 任意 的 之 形式 


o@= 咏 ”orradznA…Adxo (5.13) 
有 <<j 


由 线性 性 ，d@ 和 定义 为 


DG5 。 1 


一 人 dx 人 … 人 ds。 (5.13) 


do 王 
有 <…<Rp ax” 
贞 此 可 见 ， 对 每 4 形式 @ 有 do= 0 
(o ) 一 个 形式 吕 称 为 封闭 的 ， 如 果 dao= 0 。 
(5 ) 一 个 形式 @ 称 为 恰当 的 ， 如 果 存 在 一 个 形式 使 得 


ar 一 
现在 要 证 明 下 面 的 定理 ， 
每 个 恰当 形式 都 是 封闭 的 ， 即 对 每 个 @ 有 
d(do) 一 0。 (5.147) 
证 ”因为 d 是 线性 的 ， 我 们 只 要 考虑 一 个 单项 式 。 在 一 个 坐 
标 领域 中 ， 设 
中 一 XI 9 OCX 人 人 axXh 


则 由 《〈5.13)， 得 
qd (do)= 一 da [je AdeAveAda] 
GDX7 


一 _a-d 一 Adxl 人 Ad 人，… 人 dxi 
xi DX 


2 Noxipxf 


-去 oa je AUAgaaA “人 dxip 
axiex1 
一 0 。 和 愉 
性 质 《5.14) 无 非 是 混合 二 阶 偏 导数 的 等 式 。 这 是 在 偏 微分 
方程 和 微分 几何 中 许多 “可 积 条 件 ” 的 来 源 。 


d(do)= 0 通常 称 为 Poincar6 引 悍 。 它 交 间 定 理 -一般 是 下 
成 立 的 。 


定理 1.6 . 设 中 把 流 形 M AM 的 一 个 微分 映射 ， 出 


do9*(o) 一 (do)。 《5.14)7 
证 只 要 对 单项 式 来 证 明 (5.14)， 设 
@ 一 aq2x5 人 … 人 dx4p 《5.14)7 


利用 归纳 法 来 证 明 。， 对 零 形式 ， 邯 对 函数 ， 等 式 显 然 成 立 。 设 对 
小 于 靖 次 的 形式 已 成 立 。 对 于 (5.14)4， 
dg*o 一 dr(adxi 人.… 八 dxip) 
一 dp*(adx5 人 人 dxiz-D) 人 dzip) 
一 Godx5 人 … 人 dxiz-1) 人 中 +(dxip))7 
一 9 中 * (da 人 dx 人 人 … 人 dxit-1)] 人 中 *(dxip) 十 0 
(由 (5.14)) 
一 中 (da 人 dx 人 … 人 dxip) 一 (do) 证 毕 ， 
由 此 可 见 ， 算 子 d 在 微分 映射 下 是 不 变 的 。 
3，Stokes 公 式 ”在 分 析 中 ， 0 公式 ， 


多 (Pdx 十 Qdy 十 Rdz)= - 攻 全 -qdydz 


+( 2P Le (5.15) 


式 中 右边 的 积分 是 沿 周 线 工 所 包围 的 简单 曲面 块 S 上 的 曲面 积 
分 ， 而 左边 的 积分 是 沿 周 线 工 的 线 积分 。 
引用 公式 〈5.5) 和 (5.7)，Stokes 公式 《5.15) 可 以 写成 


]， "人 (5.16) 


这 个 公式 的 正确 性 可 从 下 面 所 述 的 关于 无 穷 小 的 考虑 得 到 。 
考虑 一 条 闭 周 线 ， 它 围绕 曲面 


XXX(U 0)，2 一 JU 0)，2= 一 2z2(U，D0) 
上 某 一 区 域 ， 用 坐标 曲线 而 组 成 的 四 边 形 把 积分 区 域 分 成 许多 小 


区 域 。 为 了 沿 周 线 进 行 线 积 分 ， 可 把 沿 每 个 小 区 域 的 积分 累加 起 
来 ， 当 沿 内 部 分 制 线 的 积分 相 加 时 ， 两 次 取 相 反方 向 的 两 个 积分 


9 3 


相 消 ， 因 而 得 到 沿 区 域 周 线 的 积分 ， 但 沿 区 域 上 的 面积 积分 仍 是 
累加 起来 。 因 此 ， 只 要 对 小 区 域 来 证 明 (5.16)》 即 可 。 

为 此 先 来 介绍 定向 概念 ， 

Stokes 公 式 (5,16) 要 求 预选 定 沿 周 线 的 正 向 路 和 且 对 
面积 积分 ， 也 要 选 定 曲面 的 一 侧 为 正 向 , 

在 曲面 S 的 任 一 点 处 ， 可 以 任意 选 定 一 旋转 正身 。 以 卫 , 忆 ， 
书 ， 卫 :表示 小 区 域 的 顶点 ， 使 沿 直 曲线 的 平移 PP 和 沿 " 曲线 的 
平移 PP 对 应 于 微分 符号 


D 
qd 一 4 有， 一 B -7 ? 


人 =e(a)， Psec 


图 1.2 


平移 P,P., 也 是 沿 " 曲 线 进 行 ， 而 P,P.: 沿 4 曲线 进行 。 但 这 
时 4 或 "已 具有 新 值 ， 因 此 可 以 假定 

人 =e(s)+do(a)， 人 有 =-oe(d)-se(d)。 
相 加 ， 便 得 没 周 线 的 积分 。 | 
o=ofdg) 二 (to(3) 二 ado(5)} 十 (一 of(d) 

一 0(d) 一 oO(5)}=do(5) 一 5o(d )， 
这 就 是 等 式 (5.16) 右边 的 面积 积分 元 素 。 若 沿 每 条 闭 周 线 这 积 
分 都 保持 它 的 正 向 ， 册 这 样 的 葛 面 称 为 有 定向 的 ( 双 侧 的 )。 


35 。 


j PPIPsP:P 


若 给 出 曲面 的 每 点 附 以 一 个 二 重 向 量 ， 也 可 用 来 决定 曲面 的 
正 向 。 

从 曲面 的 定向 不 难 转 到 周 线 的 定向 ， 阁 在 周 线 上 一 点 己 处 取 
第 一 个 向 基 ， 使 从 尸 指向 周 线 所 国 区 域 的 外 侧 ， 而 第 二 个 向 量 指 
向 周 线 切 线 的 正 向 ， 若 这 样 构成 的 二 重 向 量 对 曲面 上 所 选取 的 二 
重 向 量 来 讲 是 正 的 ， 则 周 线 的 正 向 和 曲面 的 正 向 一 致 。 

在 分 析 中 ， 我 们 还 有 邹 知 的 Gauss 公式 ， 


作 (4dyaz+Bdzdx+Cdxay) 


~ 价 ( 营 + 二 -jaxayaz G5.17) 


现在 扫 这 个 公式 推广 轴 ， 维 宰 间 中 去， 在 ” 维 空间 里 考虑 一 
个 被 二 维 曲 面 $ 包围 的 三 维 区 域 也 。 若 中 是 2- 形 式 ， 则 由 〈5.6) 
和 (5.8) 的 类 似 式 ， 公 式 (5.17) 可 写 为 


他- 


假定 区 域 也 是 有 向 的 ， 与 解析 立方 体 同 胚 。 定 向 可 用 构成 坐标 三 
楼 形 的 三 重 向 量 来 表示 ， 三 楼 形 的 三 轴 的 方向 对 应 于 区 域 站 上 MM 
点 的 参数 4， 2 ， 也 的 改变 量 du，dzo，dzm 的 正 向 〈 图 1.3)。 


引进 微分 符号 
9 9 
中 一 -有 中 = 有 路 一 
外 微分 do@ 可 写成 三 重 一 次 式 
do(did:d)= 一 dio(d:ds) +do(dsdi) 二 dao(did2)。 
按 “ 平 行 六 面体 ”MAMMs 的 体积 积分 之 后 ， 得 到 


价 aocaa0)=- 人 cay 


JIHM2Mhs MMRMs 


+ 人 作 scodr 人 oa 


AQSP MAMIPMs 


- 人 ca- 全 


25QSR MAMIQM2 


+ 人 】 作 eco 


MsPSR 


符号 一 致 规定 , 车 二 重 向 量 MAMM: 是 负 的 ， 则 三 重 向 量 
MMSM,M: 也 是 负 的 ， 又 若 二 重 向 量 MPR 是 正 的 , 则 三 重 向 基 
M:M5sPR 也 是 正 的 ; 余 类 推 ， 这 个 变换 可 以 推广 到 任意 维 数 , 设 区 
域 妃 是 靖 十 1 维 的 ， 它 的 边界 ?小 是 祖 维 的 。 我 们 假定 区 域 是 可 以 
定向 的 。 即 在 每 点 给 出 标 架 向 量 的 正 的 次 序 ， 然 后 从 点 到 点 连续 
推移 ， 区 域 刀 的 定向 也 给 它 的 边界 9 中 带 来 定 向 ， 这 意 味 着 如 果 
M 点 在 边界 ?六 上 ，MT7 是 外 向 向 量 ， 而 MT， MT:，…，MT， 
都 是 心 维 流 形 顾 的 内 部 向 量 ， 那 来 多 重 向 和 量 M77:…7， 是 正 的 ， 
如 果 体 积 多 重 向 量 MT7:…7，, 是 正 的 ， 在 这 些 条 件 下 ， 


站 冤 of da 1 了 (5.18) 


4，Frobenius 定 理 ”在 外 微分 法 的 许多 应 用 中 ， 我 们 会 入 到 
由 线性 微分 形式 等 于 零 所 组 成 的 全 微分 方程 组 。 本 段 将 简略 地 令 
述 这 些 方程 组 。 为 此 ， 我 们 考虑 个 变数 * 与 一 组 个 变数 z 这 
玫 十 加 个 变数 可 以 当 作 一 个 《* 十 严 ) 维 微 分 流 形 MH””( 本 节 


呈 SS7 呈 


的 拉丁 字母 从 1 到 范围 内 变动 ， 希 腊 字 母 从 1 到 和 范围 因 变 
动 ) 的 一 个 区 域 刀 的 局 部 坐标 。 
取 形 式 % 一 :(f*) 的 一 个 方程 表示 Me 的 一 个 m 维 子 空间 
( 流 形 ) C， 例如， 闭经 = 1 ， 这 个 子 空间 是 一 条 曲 线 。 更 一 般 
地 ， 对 于 一 组 2 个 独立 人 参数 w， 方 程 组 
xf 一 xd，z0 (5.19) 
表示 一 个 带 # 个 参数 的 M” "的 和 维 子 空间 族 C.(o9。 假 定 (5.19) 
关于 # 和 vw 分 别 为 C: 类 和 C: 类 函数 ， 并 假定 这 个 族 覆 盖 M“” 的 区 
域 九 ， 就 是 通过 刀 内 每 点 有 族 Cu(z*) 中 一 个 子 空 间 。 后 面 这 个 
假定 是 等 于 说 ”个 方程 5.20) 关于 "个 参数 o% 是 可 解 的 
o5 一 g5(t， 2 )。 (5.20) 
设 忆 (ft，%) 为 子 空间 Cn(oo) 上 一 点 。 从 〈5.26) 推出 在 己 切 
于 Co(o9) 的 一 个 位 移 (df*，dx) 4 必须 满足 条 件 
dy 一 5dfe， (5.21) 
式 中 
xf 《1 2 


7 一 
2 Bf 


(5.22) 


这 里 的 参数 "在 己 点 由 (5.20) 取 值 。 在 这 个 意义 下 ，rmm 个 函数 ， 


(5.22) 是 由 组 〈5.19) 唯 一 的 定义 万 上 〈 榴 si) 的 C1 类 函数 ， 

刀 一 杞 (2X0) ， (5.23) 

此 外 ， 这 些 函 数 关于 堡 标 变换 zx 一 x 妨 (和 (的 分 别 是 
(1，0) 型 和 (0，1) 型 张 量 . 

反之 ， 假 定 在 刀 上 给 定 一 个 形 如 〈5.23) 的 C" 类 张 量 场 。 借 
此 可 以 定义 关于 x 和 疡 的 1- 形 式 

@' 一 dx 一 天 (的 xdtc，， (5.24) 

这 里 假定 o ;是 组 性 无 关 的 。 若 存在 ”个 C: 类 函数 一 xi(te，og) 

代入 ;而 使 o; 恒 等 于 零 ， 则 称 "个 全 微分 方程 组 
= 一 0 5: 25) 


些 条 件 ， 清 楚 地 ， 由 于 〈5.25) 6 性 推出 解 x (te，o) 必 
须 满足 
0 X4)， ， 《5.26) 


这 玫 示 一 个 关于 个 函数 xi(t，xe) 的 mm 个 偏 微分 方程 的 组 。 
因此 ， 当 妖 >> 1 时， 组 (5.26) 的 方程 的 数目 多 于 未 知 函 数 的 
数目 . 

方程 组 (5.26) 的 相 容 性 的 一 个 必要 条 件 是 容易 求 得 的 ， 因 
为 ， 若 (5.26) 有 一 个 C: 类 的 解 2 (fp，o5) 是 给 定 的 ， 从 (5.26) 
关于 4 微分 然后 代入 〈5.26) 便 得 


ex ab 上 ax sb ab ，， 


7 (5.27) 
由于 这 个 等 式 关于 wa，8 是 对 称 的 ， 所 以 必 有 
1 一 0， (5.28) 
这 里 我 们 已 令 
2 
有 一 一 3， (5.29) 


下 面 就 会 厦 到 条 件 〈5.28) 也 是 使 组 〈5.26) 为 完全 可 积 的 
一 个 充分 条 件 。 事 实 上 ， 我 们 要 证 明 下 面 的 定理 , 通称 为 Frobe- 
nius 定 理 ， 

定理 1.7 具有 5C': 类 系数 中 (tx) 的 2 个 全 微分 方程 组 
《5.25) 是 完全 可 积 的 一 个 充 要 条 件 是 这 些 系 数 满足 条 件 (5.28)。 

证 (5.28) 指 必 要 性 已 证 明 过 ， 为 了 证 明 充 分 性 ， 在 万 内 
考虑 某 一 固定 点 〈 好 ，x 引 )， 并 对 万 中 任意 点 〈 妃 “)， 我 们 写 


太一 在 十 3 《5.30) 
这 里 X"，s 为 适当 选 定 的 参数 。 现在 考虑 # 个 常 微分 方程 组 
E 一 和 "08( 熙 十 和 sx0) 9 (5.31) 


根据 这 种 方程 的 一 般 理论 ， 我 们 断定 ， 对 适当 的 初始 条 件 , (5.31) 
唯一 地 存在 如 下 形式 的 C: 类 解 
2 一 9 人 Cs，X9 oh 《5.32) 


这 里 的 初始 条 侍 了 到 作 


好 一 9!0， 入 0 一 攻 (5.33) 
已 经 侈 定 的 参数 wu/， 使 得 对 j=1 时 ，u =xt。 
这 些 条 件 又 包含 
xs，0，o 人 一 0 (5.34) 
因为 具 X"= 0 的 〈5.31) 的 解 是 常数 。 按 定义 ， 函 数 中 满足 
了 ， 
人 一 十 vs 下)。 (5.35) 
现在 导 人 一 组 新 的 量 uwt 
了 
国人 一 ss， (5.36) 


把 〈5.35) 关于 )* 微 分 ， 然 后 把 〈5.36) 代入 ， 


eq 1 8 ob 99 
DDNzas 一 本 十 S dis- 十 入 DOX BX“” 


一 好 十 s)e (和 6 和 2 4。 (5.37) 
类 似 地 ， 把 〈5.36) 关于 微分 ， 然 后 代入 〈5.37)， 


ae pb ab4 9 
08 6 上 蜡 ex4 。 98 
ep; 


站 0 
= + (5.38) 


把 它 加 到 〈5.37)， 用 〈5.29) 的 记号 来 表达 ， 便 得 


Po (5.39) 
我 们 引用 假设 〈5.28)， 则 〈5.29) 化 为 
了 了 
Le .22 一 0 (5.40) 


对 参数 Mox 的 固定 值 ,我 们 可 以 把 (5.40) 看 作 oi( 关 于 * 的 函数 ) 
的 一 个 线性 常 微 分 方程 组 。 但 是 从 (5.36)， 我 们 推出 对 s = 0， 


了 、 
吕 = 0， 因 为 由 于 〈5.33), 当 s = 0 时 ， 导 数 宁 = 0。 因 此 ， 
从 线性 组 的 一 般 吾 论 ， 例 如 〈5.40)， 推 出 对 * 的 一 切 信 ， 


e，L40 。 


由 此 〈5.46) 化 为 


He 
应 用 (5.30)， 对 s 关 0， 作 如 下 的 函数 ， 
于 区 o)，(5.43) 


把 这 个 等 式 关 于 f 微 分 ， 由 于 (5.42) 和 (5.30)， 我 们 得 到 
了 了 了 
2 一 -一 2 一 咏 (5 X， 《5.44) 
又 把 禾 式 〈5.43) 关于 * 微分 ， 我 们 得 到 
aq afp 一 后 9 aag 和 
ES 各 
或 者 ， 由 于 (5.35) 和 (5.42)， 
二 


关 (的 o 风 一 中 (入 


1 /一 


一 入 史 站 区 中 们 一 2 9 人 天 0，. (5.45) 
由 此 可 见 ， 郑 数 〈5.43) 不 包含 s 。 所 以 我 们 可 以 写 


(5 办 一 (s 的 0 一 中 (so (5.46) 
因而 根据 〈5.44)， 有 人 有 
2 2 2 (5.47) 


这 就 是 (5.26)。 最 后 ， 在 (5.46) 中 令 X“= 0 , 注意 , 由 (5.30)， 
这 包含 姑 = 她， 应 用 (5.34)， 我 们 求 得 ， 

好 (本 办 一 中 (Cs ，0，o 鸭 一 xz (5.48) 

从 (5.47) 和 (5.48)， 我 们 推出 按照 (5.46) 所 构造 的 函数 是 

组 (5.26) 的 解 ， 并 表示 M"" 中 通过 点 己 (1 xj) 的 一 个 如 维 曲 
面 。 引 用 参数 "的 变动 ， 得 到 了 一 个 # 参数 族 的 这 种 曲面 。 

证 毕 。 

后 者 具有 一 个 重要 的 推论 。 我 们 已 色 证 明了 族 (5.19) 的 存 

在 性 为 〈《5.28) 的 一 个 结果 ， 我 们 可 以 构造 相应 的 函数 (5.31)， 


ee 


按 定 义 ， 它 们 在 族 〈5.19) 的 每 个 空间 Cu(o”) 上 是 常数 的 意义 
下 ， 是 组 〈5. 各 的 积分 。 因 此 ， 对 一 个 任意 的 位 移 dt*, 我 们 有 


了 了 
df 十 89 df -全 -2 二 的 je 
of 6X 


0 一 弛 


从 此 导出 ， ,不 独立 玫 才 的 中 每 个 函数 是 偏 微分 方程 


2 2 多 PC X 杀 


十 的 (fx 一 0 (5.49) 


由 晤 所 只 可 以 失 备件 《5.20 侵 人 64) 的 9 人 
函数 独立 解 9ir(f*, x) 的 存在 性 。 此 外 ， 若 忆 表示 个 独立 变数 


的 任 一 C: 关 函数 ， 从 此 直接 地 推出 瓦 (87(ts x) 也 是 (5. 49) 


的 一 个 解 ， 因为 
ea 9g FF 3g1 


4 ”01 二 agf obx 


9 已 | gf 9g1 
一 2 十 [ 乞 让 0 。 
097 寺 ax 


现在 要 阐明 如 何 把 Frobenius 定 理 用 外 微分 算法 的 语言 来 令 
述 。 由 于 线性 微分 形式 


3 


四 一 GjdXy 
的 外 微分 
da 一 dt 人 dx 
毛 以 线性 微分 形式 〈5.24) 的 外 微分 
do 一 ao deAdie- 
9 想 
或 者 ， 利 用 (5.25) 消去 dx% 得 
dor-= [党 十- 光 di 人 dB 十- -ii 入 on 
用 (5.29) 的 记号 表达 ， 这 吉本 成 如 下 的 素 | 


”4 。， 


Ad。 


9 
5 


dof= 》 忆 . df 人 di 十 
<8B 
我 们 令 


dt 人 ao (5.50) 


Qi 一 do 人 oo 人 A 人 …A 和 on” (5.51) 
对 于 这 个 〈?2 十 2) 微分 形式 的 明显 表达 式 可 以 从 (5.44) 和 
ol 人 … 人 No" 的 外 积 而 得 到 ， 这 里 要 注意 ， 
oo 人 ol!… 人 人 0” 一 0 (天 一 1，…， 基 )。 
这 样 求 得 
Qi= >》 届 .dPAdpAol… 人 on"。 (5.52) 
a<B 
从 此 推出 条 件 〈5.28) 包含 Q7= 0 。 为 了 证 明 其 逆 也 成 立 ， 注 意 
关于 变数 (> f) 的 线性 微分 形式 [例如 《〈5.25)7 的 向 量 空 间 的 
基底 元 素 可 以 取 为 dx，dx25 … d2 df yq 可 )。 若 把 《〈 纯 十 
4) X (2 十 到 ) 矩阵 
3 一 N 
必 汪 ea 
P 
( 它 的 行列 式 = 二 1) 作用 到 这 种 基底 元 素 上 产生 一 个 新 基底 , 即 
(o5 oo5 dt dt)， 因 此 〈2 十 2) 微分 形式 
oOI 人 … 人 oo? 人 df 人 df，a<B 
构成 一 切 (nm 十 2 )》 微分 形式 的 《“ 十 2 ) 维 向 量 空间 的 对 应 基 
底 的 一 个 子 集 ， 所 以 从 (5.52) 推出 QI = 0 隐 含 着 天 = 0 。 因 此 
条 件 Q: 一 0 和 (5.28) 是 等 价 的 。 所 以 Frobenius 定 理 可 按 下 列 
方式 来 叙述 ， 
定理 1.7/ ”具有 C! 系 数 bz 人 tx) 的 2 个 全 微分 方程 组 (5.25) 
是 完全 可 积 的 一 个 充 要 条 件 是 由 〈5.51) 所 定义 的 《2 十 2) 微 
分 形式 Q} 等 于 0 ， 
do 人 olNA…ANo"=0 (7 了 =1, 94)。 (5.54) 
因为 线性 微分 形式 〈5.24) 的 结构 ， 我 们 的 全 微分 方程 组 
(5.25) 的 类 型 有 点 特殊 。 但 是 上 面 的 Frobenius 定 理 的 叙述 容易 
推广 到 更 一 般 的 组 (这 是 这 个 氢 述 的 一 个 主要 优点 )。 我 们 考虑 由 


者 43 


一 0 所 描述 的 个 全 微分 方程 组 ， 其 中 线性 微分 形式 一 是 由 下 
式 定义 的 ， 


T7 一 GICP xd GE xtdtn (5.55) 
这 里 假定 式 中 系数 是 C: 类 ， 并 且 使 得 行列 式 
IC 让 天 0 。 (5.56) 
在 这 些 情 况 下 ， 存 在 Gift 2) 的 逆 瑟 各 xD)， 
瑟 4G1 一 中， (5.57) 
所 以 我 们 可 以 定义 下 列 # 个 线性 微分 形式 ， 
有 L 一 万 和 一 do 一 BC xdt (5.58) 
式 中 
尽 一 一 万 4G4。 (5.59) 
显然 ， 形 式 〈5.58) 具有 形式 〈5.25) 的 结构 。 因 而 组 
h* 一 0 (5.60) 


是 可 积 的 一 个 充 要 条 件 是 《2 十 2) 形式 
[六 一 dp 人 HLI 人 … 人 b (R 一 1，… 74) 
(5.61) 
等 于 零 . 但 是 ， 由 结构 (5.58)， 可 知 (5.60) 的 可 积 性 包含 已 
知 组 r 一 0 的 可 积 性 ， 于 是 我 们 还 要 把 这 个 准则 重 写 为 以 形式 
(5.55) 来 表达 。 
从 〈5.58)， 我 们 导出 
dus 一 dB 人 zi 十 万 jd， 
或 者 ， 因 为 〈5.58) 的 首 (由 于 (5.57)) 是 
zx 一 Gib (5.62) 
所 以 我 们 有 
dp 一 GCTADO 十 万 和 dm (5.63) 
其 次 ， 对 (5.63) 和 LI 人 … 人 和 人 岂 取 外 积 ， 注意 到 MA 人 HI 人 人 … 和 人民 
一 0。 8 一 1，…#。 我 们 求 得 (2 十 2)- 形 式 (5.61) 由 下 式 
给 出 ， 。 
[站 = 万 4dmrrARINA… 人 bn (5.64) 
但 是 从 〈5.58)， 我 们 有 
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有 信人 人 晤 一 五 区 A 人 mr 
一 二 8 和 2 加 厅 和 人 人 … 人 
一 det( 五 人 世人 … 人 rm 


于 是 〈5.64) 变 为 
[天 一 det( 五 及 瑟 jam 和 人 mA… 和 人 mm 《5.65) 
所 以 ， 由 于 假定 (5.56)， 推 出 条 件 太 = 0 等 价 于 
IT = 0， (5.66) 
这 里 
TI= dm 和 mA… 人 mm 《5.67) 


这 样 可 以 推断 ”个 全 微分 方程 组 =- 0 为 可 积 的 一 个 充 要 条 件 是 
45.66) 要 成 立 。 

为 了 使 这 个 结果 易于 直接 应 用 到 一 般 全 微分 方程 组 ， 可 以 适 
当地 改变 记号 ,让 我 们 考虑 一 组 从 个 自 变 数 z4(4 一 1， 2，…, N)。 
假定 已 知 * 个 全 微分 方程 组 


of 一 0 (=1 pn30<N)，， (5.68) 
式 中 
、 of 一 CiC2Zc)d24(4， C= 工 9 人 )。 《5.69) 
现在 从 上 述 理论 推出 ， 


定理 1.8 方程 组 (5.68) 为 可 积 的 一 个 充 要 条 件 是 ”个 
条 件 
dao!N 人 ol 人 N 人 …AN 人 o"= 0 (7 一 T，…，  ) 


(5.70) 
要 满足 。 
作为 一 个 例子 ， 我 们 考虑 ?4 = 1 的 情形 ， 则 已 知 的 全 微分 方 
程 是 、 
oo 一 Cdz4 一 0 。 
显然 
daoAo= 池 2C; 


-GuaGh undaAd 


因此 ， 可 积 条 件 dgo@ 人 @= 0 等 价 于 所 求 的 条 件 
cx oCa 2 )+Gs ( 淄 _ 2 ) 


92C DZzB 924 z0 


+G。 ( 娩 _ ?2 )- 0 


OZzB DZz4 
当 和 N = 3 时 ， 这 化 为 一 个 关系 式 G.curl G= 0， 这 是 G 与 一 个 
数量 函数 的 梯度 成 比例 的 一 个 充 要 条 件 。 


81.6. 抢 阵 分 析 


在 向 量 代数 和 和 拢 阵 代 数 中 ， 所 采用 的 都 是 代数 方法 ， 即 限于 
四 则 运算 〈+， 一 , x， 二 )， 而 没有 涉及 极限 运算 。 本 节 将 介绍 矩 
阵 的 一 些 极限 运算 ， 继 而 利用 这 种 运算 来 解 线 性 微分 方程 组 。 这 
里 以 4 表示 ” 阶 方 阵 。4, 4 … 的 第 了 行 第 7 列 的 元 束 分 别 记 
作 ap (az … 

为 了 书写 方便 ， 把 一 个 列 向 量 经 常 写 为 花 括 弧 内 的 一 行 ， 


X1 
红 一 人 Xi X2， oa 
2 
行 向 量 以 圆 括 弧 来 表示 ， 
《xis Xp。 9 Xo} "一 (> 2 9 Xa7y 
记号 上 表示 一 个 矩阵 的 转 置 。 


一 个 维 向 量 空间 中 一 组 基底 向 量 el, …, e* 称 为 这 个 空 间 的 
一 个 标 架 。 并 记 作 {ev …， es} 。 这 样 一 个 向 量 (就 是 向 量 空 间 中 
的 一 个 元 素 ) x 一 (xb…，‰) 可 写 为 这 个 行 向 量 和 一 个 标 架 的 
符 阵 积 ， 

光一 2 XiE1 一 (xp … Xa) {e，…，en} 。 
Y = 工 
1， 和 矩阵 序列 的 收敛 性 
定义 1 ” 设 有 和 拖 阵 序列 {4.}， 若 当 如 -ceo 时， 总 有 (ay)w> 


ea 46 。 


oj 了 = 工 … 于 )) 则 称 序列 {4o} 收 敏 于 .4 记 作 4o-> 4(m 
-co)， 或 lim 如 = 4。 并 称 4 为 {4o} 的 极限 。 非 收 伍 的 矩阵 
序列 叫做 发 散 的 。 

换言之 ， 所 谓 { 4} 收 敛 于 4 指 的 是 4 的 每 个 元 素 当 咱 -co 
时 的 极限 为 4 的 对 应 元 素 。 

关于 和 矩阵 序列 收 倒 性 和 数列 的 收 伍 性 有 许多 类 似 的 性 质 。 例 
如 ， 若 4u> 4， 有 -> 有 (m->co)， 则 由 定义 不 难 证 明 


ad 十 0B。->a4 十 DB ( 一 co 为 
和 
4 Br>4B (个 -coh 
从 而 由 后 者 又 可 推出 
P4.Q-*P4Q， 


定义 2 ” 设 4= (cj) 是 任 一 上 托 阵 ， 而 妖 = (%7) 是 一 非 负 的 
矩阵 ( 即 每 个 by2P 0 )。 车 lolsbr(i，7 一 1，2，… 2 ), 则 称 刀 
优 于 4 (或 4 劣 于 B)， 记 作 4 作 了 

定理 1.9 对 任意 矩阵 4=(c)， 定义 14 ma lo 
称 为 4 的 范 数 。 

由 定义 立刻 推出 下 列 性 质 ， 

】 设 4 是 任 一 矩阵， 了 是 非 负 的 和 矩阵， 只 是 正 整 数 ， 则 8" 
.是 非 负 的 ， 并 当 .4 发 卫 时 有 4"C《Bn"。 . 

2 设 {4o} 是 一 个 撼 阵 序列 ， {B。) 是 一 个 非 负 的 矩阵 序列 , 并 
且 4. 人 DB，D 一 0 (7 一 co)， 则 4 0( 人 一 co)。 

3 若 4 是 复 和 矩阵 ， 且 了 为 非 负 的 ， 且 4 侠 了 , 则 | 上.4 委 | 8 

4 45Cs24I1BIETCI 

证 车 令 4=(coj)，85=(o)，C=(C)， 则 


| 4BcCcl = ma 1C4BC)i 
1<i，j sn 


2 Girpircy 了 


e &7 。 


从 
< 委 ) ma 了 了 2 ， ob 


了 < 安 站 
他 


委 归 maXlazj maxjpmaxlc 直 
s，T=1 


和 411B1NITCI。 
5" do~> 0《W 一 ceo) 的 一 个 充 要 条 件 是 ||4o 由 > 0 (m2 一 co)。 
2.， 矩阵 级 数 
定义 1 - 给 定 矩 阵 级 数 


2 4m ) 
纪 =10 
人 eco 
令 Sw= 》 4。 车 Su SC(N-co), 则 称 级 数 >》 4o 收 伊 
了 = 0 所 =0 
于 S$， 记 作 S = >] 4。。 非 收敛 的 抢 阵 级 数 叫做 发 散 的 。 


显然 ， 》1 4。= 5S 的 意义 指 的 是 》 (do)p=Sip (1 
到 =0 92= 0 


7 一 了 2， 人 多 )。 


定义 2” 若 上 式 左边 屏 个 数 项 级 数 都 绝对 收敛 , 则 称 > 4 
5 . 玖 =0 


由 定义 立刻 推出 下 列 性 质 ， 


1 如果 >》 4。 绝 对 收敛 ， 则 必 收 剑 ， 并 任 意 调 换 它 的 项 
纹 =0 
不 影响 其 和 。 
2” > 如 绝对 收 伍 的 一 个 充 要 条 件 是 > 1H4o|| 收 敛 。 
纪 = 0 娄 = 们 
3 如果 > 4 收敛 〈 或 绝对 收敛 )， 则 “> P4。Q 也 收 
=0 二 0 


% 48 。 


化 (或 绝对 收 仇 )， 并 有 P4.0=P( 》 4)a. 
维 =10 人 = 0 


3， 指 数 矩 阵 函 数 和 三 角 和 矩阵 函数 
若 六 是 一 个 9 阶 方 阵 4 一 (oj7) 的 范 数 ， 刀 一 4， 则 应 用 
第 1 段 性 质 4 和 归纳 法 可 证 ， 
外 44< (oo (6.1) 
对 任 一 4 阶 方 阵 M， 定 义 


4 一 1 :| 1 1Ms ud 1 yn 
E +MT+3T MT 十 


十 …(C 为 单位 矩阵 )。 


者 |H<m， 则 由 〈6.1) 式 推出 这 个 级 数 是 绝对 收敛 的 , 并 
有 jle 吕 <e 

应 当 指 出 ，e 人 一 6 e 一 刀 64 一般 不 再 成 立 。 可 是 当 4B= 
834 时 ， 这 个 关系 成 立 〈 见 下 面 的 定理 1. 12)。 

同样 地 ， 定 义 


cos M 一 吕 一 - 寺 -a02+ 


ML 
二 9 


1 


5._ 
本 


; 一 1 一 -一 Ms 
sm M=M -Ma + 


4， 和 矩阵 函数 

定义 1 若 矩 阵 4(u)= (op(u )) 的 每 个 元 陛 ooi(a) 都 是 
一 个 变量 的 可 微 函数 ， 则 称 4 (4 ) 是 可 向 的 ， 它 的 导数 定义 
， E 


由 定义 立刻 可 以 推出 微分 法 与 转 置 的 次 序 是 可 交换 的 ， 
(4D=(A) 
矩阵 函数 4(u ) 的 定 积分 定义 为 它 的 元 素 的 定 积分 的 矩阵 ， 
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和 rap =( mao) 


至 于 矩阵 4(4 ) 叫 做 可 积 、 连 续 、 或 有 界 指 的 是 每 个 元 素 
ax(u ) 都 有 这 样 类 似 的 性 质 . 

定理 1.10 设 4(xa) 与 B(u) 是 两 个 可 微 答 阵 , 而 积 4(x )， 
BC# ) 是 有 意义 的 ， 则 


- 昌 C4Co)B(o)=aACa)BCa)+4(Ca) .BCa) 


(乘法 次 序 不 可 改变 )。 (6.2) 
证 令 POU)=4(04) BO) 一 (bra))， 则 加 (4) 一 


ar(a) pr)， 所 以 
-= 了 人 和 oo 5 二 六 ora) 
关 
(0 


-号 PCa)=ACo) BC)TL(CaD) 训 Cu。 


定理 1.11 设 4 是 任 一 矩阵 ， 则 


er enet 4 (6.3) 


即 


证 由 于 
(e" 人)77 一 斋 2C )p， 
因 吉 边 是 2 的 敌 级 数 ， 坝 双 -_ 切 4 都 收敛 ， 从 而 可 逐次 求 导 ， 
oo 1 加 
- 生 {(er 人 用 一 二 二 T 人 4 (pp 
于 是 由 第 2 县 性 质 8 得 到 


。 50 ”> 


人 enw4 一 1 - Te Cd4) 
织 = 工 


oo 


1 
四 《和 一 1 
-1 2 4 


名 = 
定理 1.12 如果 .48B= DB4， 则 e4,ez 一 ea.e4 一 e《 
证 ”由 第 二 段 的 性 质 3 就 有 : 


人 ( y - 全 3- 久生 4B 


人 = 0 纪 =0 


21 dm1 一 4 CeL 


oo 
2 也 


一 》】 击 -B4" 一 了 包 如 4 卫 .e"4 
1 = 0 


这 表明 ， 当 4= B4 时 ， 成 立 


ex“4. 忆 一 Be 
同 理 ， 
ex 4 一 4.e 
现在 令 C (5 ) 一 ec .ee 出 由 定理 1. 10 与 定理 1 1.1 
即 得 


C( 全 )= (4 十 万 ) .eeher 2 十 6 人 《一 4)e-w4.e 二 
十 ex4tpe-w (一 万 )er“a 
因 4B=B4， 所 以 4(4+B)=(4+B)4,BC4TB) 一 4T+T 
电 ) B， 从 上 列 二 式 就 可 知 这 个 等 式 右边 等 于 
(4 十 刀 一 4 一 再 )e( 人 me “46 一 0 ， 

所 以 

ez)=- 人 CCx)- 
即 CCu)》 与 4 无 关 ,所 以 CC(1)=C(C0)。 但 C(0) 一 UV， 所 
以 CC1)=U， 即 


e 5 。 


ed4a.er4.e-3 一 TJ。 
根据 对 称 狂 ， 又 有 
ea.e-8 64 一 [J。 
这 表明 ， 当 485=84 时 ， 上 列 两 式 成 立 。 特 别 是 , 取 日 = 一 4， 
则 有 | 
e0e "4 EL4 一 1 与 ee 4e “4 -一 一 UL 。 ， 
但 e"= IT， 显然 ， 对 任 一 矩阵 4， 就 有 
er4e4 一 [J 一 ede 
即 e“= (e4)!5， 于 是 上 列 两 式 变 为 
ea(e4)1(e3) 一 77 与 48B(ea) (Ce4) 1 一 [7， 
即 
ed 一 e4eB 一 ezed 证 毕 。 
在 证 明定 理 1.8 的 过 程 中 已 证 明了 
定理 1.138 对 任 一 矩阵 4，e 人 《总 是 满 秩 的 , 并 且 e 一 (e 人 ) 
应 当 指 出 ， 关 系 式 


。_ id 
全 4))r=mt4())n4 总 


”一 般 是 不 成 立 的 。. 
定义 2 一 个 方 阵 叫做 正 交 的 ， 如 果 它 的 转 置 是 它 的 地 
44=44=U (1 为 单位 矩阵 )。 
两 个 行 向 量 a 和 b 的 数量 积 〈 或 点 积 )， 定 义 为 ab 一 ab', 它 经 
过 一 个 正 交 系 阵 4 的 变换 保持 不 变 ，a4.b4 =a44b 一 ab 一 
a.b。 一 个 正 交 插 阵 的 行列 式 是 土 1 。 若 是 + 1， 则 和 拖 阵 是 一 个 
旋转 ， 每 个 2 x 2 旋转 可 写成 


cos06 sn 
一 sin 0 下 
0 1 
愉 光 重 要 的 是 经过- 有- 的 放 特 ， 生 了 7 人 ， 小 mi 
面向 量 的 外 积 〈 又 积 ) 是 


es 52 。 


4(2) 


axb=a: 7b 《6.4 
壮 4 基 一 个 旋转 ， 则 
三 =474。 《6.57) 
5。Cartan 矩阵 与 微分 几何 中 的 基本 定理 
设 4(4) 为 一 个 可 微 满 秩 方 阵 ， 则 称 A4 :为 4 的 Cartan 
扼 阵 ， 记 作 
- CC4) 一 A4。 | (6.6) 
由 定义 ， 立 刻 得 到 
C(4B)=C(4)+T4CCB)4。 《6.7) 
在 以 后 的 讨论 中 会 九 到 ， 这 个 公式 包含 微分 几何 的 许多 内 容 。 
定理 1.14 ”一 个 正 交 筷 阵 函 数 的 Cartan 和 矩阵 是 反 称 的 ， 即 
CC4J) = 一 C(4)。 (6.8) 
证 由 于 4 为 正 交 上 撼 阵 ， 所 以 
(4 = 厅 ( 即 4 一 -42 


两 边 求 导 ， 得 
A4T+44 =A4d4T(44D7 一 0， 
即 
CC4)= 一 CC4) 证 毕 。 
以 后 会 看 到 其 道 运算 。 


定理 1.15 ”两 个 可 微 矩 阵 函 数 4(s)，B8(s) 有 相同 的 
Cartan 拖 阵 的 一 个 充 要 条 件 是 4(S) 一 (s )M, (0M 一 const)。 

证 如 果 4(s)=B(s)M，CCONM)=0， 于 是 (6.7) 表 
明 ，C(4)=C(B3)， 若 这 两 个 Cartan 矩阵 中 有 一 个 存 在 ， 反 
之 ， 若 C(4)=C (了 B)， 则 可 写 下 4(s)=B(s)MCs)， 这 是 
因为 了 3(s ) 的 道 存在 。 由 方程 (6.7) 可 知 ，BCCMD)B-I= 0， 
从 而 C (COM)= 0，jM 一 const。 

定义 4 车 一 个 矩阵 函数 玉 (s ) 的 一 切 元 素 A(s ) 都 是 连 
续 的 ， 则 称 到 (ss ) 是 连续 的 。 若 天 (s ) 的 一 切 元 素 ey(s)》 有 
界 : 

11<m， 


es。 53 。 


则 玉 也 有 界 ， 
| 天 |<。 

车 KK(s ) 在 一 闭 区 间 上 是 连续 的 , 则 由 Weierstrass 定理 , 久 (s ) 
在 这 个 区 间 上 是 有 界 的 。 

现在 要 证 明 微 分 几何 中 的 基本 定理 ， 即 

定理 1.16， 设 开 (s ) 是 在 区 闻 ss< s 和 s: 上 一 个 连续 答 阵 
函数 ， 则 对 任 一 s*(Cso<s*<s)， 存 在 se 的 周围 的 一 个 区 间 ， 以 
及 在 这 个 区 闻 中 所 定义 的 一 个 满 秩 和 矩阵 函数 4 (s )， 使 得 K(s ) 
=C(4(s)》 4(s9) 一 避 。 

即 : 任何 连续 短 阵 函数 是 基本 微 满 秩 惩 阵 的 Cartan 夭 阵 。 

证 ”我们 必须 解 具 初始 条 侍 4 (s*) 一 局 的 抢 阵 微分 方程 ， 

4 (Cs)4Is)= 开 (sh)， (6.9) 

或 即 


和 宇 =KCs)4(s)， G6.9)/ 


我 们 建立 一 个 逐次 逼近 法 ， 
-4 一 [， 


4(5)=U+ 人 。K(c)Ado， 


4(s)=U+ | KK(Co)4(o)da 


因为 连续 的 @ 阶 方 阵 天 (s ) 在 s* 周 围 的 任 一 闭 区 间 上 是 有 界 的 ， 
IKE(s JI 多 mm， 则 由 归 纳 法 来 证 明 
Cs 一 4 人 (DIS (6.10) 


由 于 Li(s) 一 如 二 | 2 民 (o)ldcl<mls sl， 假设 (6.9) 
成 立 ， 则 
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Hi(s) 一 (Cs =] 1 天 (ac)C4(c)-4:(c)ada| 


s |a 一 S]? . 
有 开 -】 更 
702 1 1 | 而 jcc| 


- 及 _ 玫 |9 
<011g” 1 me -了 二 一 dal 


。_ 六 和 +1 | s 一 854| 1 、 
= 7 (rz+TJ， 
不 等 式 〈6.10) 证 毕 。(6.10) 的 右边 的 表达 式 是 ee ”y/a 的 泰 
勒 展 开 式 的 第 ”十 1 项 : 当 ”* 无限 增 大 时 ， 它 趋 于 零 ， 所 以 
4(s)=1lim-4(s) 


存在 并 满足 积分 方程 
4(s)=U+ | 人。K(o)4(o)do。 


一 切 函数 4,(s ) 都 是 连续 的 ， 因 为 诸 积 分 都 是 通过 连续 函数 作 
成 的 。 对 4(s ) 的 收敛 性 是 一 致 的 ， 因 在 不 等 式 (6,10) 中 ， 
可 用 常数 s: 一 s, 来 代替 |s 一 s*|。 由 此 ，4(s) 是 连续 的 ， 从 
而 作为 一 个 积分 的 4(s) 是 可 微 的 于 是 得 到 ，4(s) = 
天 (SS)4(s)。 由 构造 ，4(s 沁 一 IJ。4(s?) 的 行列 式 是 1 。 由 
s 的 连续 函数 构成 的 行列 式 自身 是 * 的 一 个 连续 函数 从 此 存在 
s* 周 围 的 一 个 区 间 ， 在 这 个 区 闻 中 ， 这 个 行列 式 大 于 0， 从 而 在 
这 个 区 间 中 4(s ) 有 一 个 着 4!(s )， 于 是 (6.9) 成 立 ， 即 ， 
41(S)L4 03) 一 天 (Cs )。 

由 定理 1.15 推出 ， 对 具 初 始 条 件 B (CS ”) 一 M 的 这 个 方程 的 

唯一 解 是 借 B(s ) 一 4(s )M 给 定 的 。 
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第 二 章 “” 欧 氏 微分 几何 


本 章 著 重 叙 述 三 维 欧 氏 空间 巨 " 中 的 欧 氏 微分 几何， 就 是 研 
究 在 运动 群 忆 之 下 则 线 和 曲面 的 不 变 狂 质 ， 主 要 论述 曲线 与 曲面 
的 局 部 性 质 ， 同 时 也 适当 地 介绍 整体 微分 几何 的 一 些 内 容 。 

应 当 指 出 ， 本 章 所 介绍 的 内 容 ， 虽 然 属于 古典 徽 分 几何 的 范 
畴 ， 但 是 这 里 是 应 用 活动 标 架 法 系统 地 叙述 这 方面 的 内 容 ， 并 有 
其 特殊 的 风格 与 观点 。 但 由 于 篇 幅 所 限 ， 关 于 国内 古典 徽 分 几何 
的 书 中 常见 的 内 容 ， 不 作 详细 的 介 绍 ， 必 要 时， 可 参考 方 德 
植 C[ 工 )。 


82.1, 平面 曲线 的 欧 民 微分 几何 


本 节 研 究 平面 曲线 在 欧 氏 平面 已 ' 上 的 运动 群 六 之 下 的 不 变 
性 质 ，。 平 面 忆 : 上 参考 于 笠 氏 直角 肖 标 系 的 运动 可 写作 如 下 的 形 


式 〈 见 第 一 章 (3.1)，(3.2)，(3.3)): 
准 一 0 十 GizX: 十 Di CI 0Gl12 1 
一 上 9 


培 一 021Xi 十 GosXs 十 Do 


式 中 系数 or 满足 下 列 条 件 : 


Gs1 0Gsz 


ai 十 da: 一 1， 
03: 十 03， 一 1， 
Gil0ls 十 Gsi0 一 0。 
容易 验证 已 ?上 的 运动 可 化 为 


2 一 %iC08 8 十 %iSin 8 十 6 
公 一 一 28in 0 十 Xscos 0 十 ay 


ee 8566 。 


由 此 可 见 ， 平面 上 的 运动 群 上 共有 三 个 本 质 参 数 8，al，a:， 记 
作 Cs。 
1. 曲线 的 参数 表示 ”我们 知道 ， 曲线 的 参数 方程 可 写 为 ， 
2 一 Xi)， 


2s 一 Xi )， - 


今后 假定 
和 aa(1) 十 妇 (1) 人 0 (人 = 上-， 二 4 


若 函 数 J (1) (ac 丢 1 委 8) 具有 直到 上 阶 (7r 之 1) 的 连 
续 导 数 ， 称 了 (+ ) 为 C" 函数 。 当 曲线 〈1.1)》 中 的 xi(t)，xa( 
都 是 C ”函数 并 满足 条 件 〈1.2) 时 , 则 称 它 为 C“ 曲线 。 本 节 里 如 
无 特别 声明 ， 者 规定 曲线 是 C (r>2) 的 。 下 级 的 弧 长 * 决 
定 于 


“一 | 了 / 委 (4) 斗 妇 (7) 由 (1.2) 


在 本 节 里 ， 我 们 取 弧 长 * 作为 曲线 的 参数 ， 关 于 它 的 导数 用 
撤 号 来 表示 。 

2. 活动 标 架 “平面 上 的 俏 氏 坐标 系 是 可 以 借 两 个 单 位 向 量 
在 它 的 十 xia。 十 xa (这 里 以 xi，xa 代 替 上 面 的 x, >) 轴 上 给 出 
的 。 反 之 ， 平 面 上 某 点 的 两 个 互相 正 交 的 单位 向 量 决 定 一 个 笛 氏 
从 标 系 ， 如 果 选 取 它 们 来 确定 带 正 向 的 轴 ， 欧 氏 平 面 与 一 个 二 维 
向 量 空间 的 性 质 完全 不 同 。 在 向 量 空间 中 ， 长 度 和 方向 都 相同 的 
向 量 是 一 样 的 。 在 欧 氏 空间 中 基本 的 几何 对 象 是 一 个 向 量 同 它 的 
起 点 。 从 这 个 梳 念 ， 使 我 们 能 够 在 欧 氏 平面 的 向 量 平面 现 象 中 ， 
引入 一 个 标 架 的 概念 。 我们 采用 这 个 概念 比 8 1.6 中 所 引入 的 概 
念 暂 时 加 以 较 多 的 限制 ， 

一 个 标 架 是 互相 垂直 的 单位 向 量 的 一 个 向 量 {ei，e,}， 使 得 


e, 是 从 e; 旋 转 十 一: 一 而 得 到 ， 


平面 上 的 坐 标 是 由 某 标 架 {ei，e?:} 来 固定 的 。 给 定 一 条 C 曲 
线 ， 以 它 的 弧 长 来 表示 ; 
x(sS) 一 (xi(sS)，x:(Ss )){el，e:) 一 Xiel 十 Xae2 
它 的 切线 ts ) 一 必 ei 十 xs 是 一 个 单位 向 量 。 法 线 


n(s) 一 一 X26l 十 Xies 


是 从 t(s ) 旋转 十 -而 得 到 的 单位 向 量 。{tCs )，n(s )} 叫 做 


曲线 的 活动 标 架 。 这 个 活动 标 架 有 两 个 可 能 的 解释 。 在 欧 氏 平面 
上 它 对 曲线 上 任意 确定 这 样 一 个 笛 氏 坐标 系 ， 使 得 x( s ) 作为 原 
点 和 十 xi; 轴 在 弧 长 增加 的 方向 切 于 曲线 (图 2.1)。 按 另 一 种 形 
式 ， 我 们 可 以 认为 一 切 标 架 {t(s )，n( s )} 会 考 于 固 定 标 架 {el 
e;} 的 原点 口 而 构成 〈 图 2.2 )。 这 意味 着 现在 我 们 把 平面 考虑 
作 一 个 二 维 向 量 空 间 。 这 时 , t(s ) 的 端点 在 单位 圆 上 绕 0 运动 | 
它 描绘 曲线 x( s ) 的 切线 象 。 落 在 向 量 平面 上 活 动 标 架 (或 切 
线 象 ) 是 借 s 的 一 个 函数 给 定 的 ， 则 曲线 在 欧 氏 平面 上 可 以 从 


x(s) 一 xGso) 十 | ，tCa)da (1.3) 
来 求 。 运算 X 一 X 十 %o 叫 做 平面 经 过 xo 的 一 个 平移 。 从 此 得 到 
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定 还 2.1 切线 象 除了 一 个 平移 外 确定 一 条 曲线 ， 
事实 上 ， 芳 两 条 曲线 x(s ) 和 ys) 有 相同 的 切 线 象 ， 则 
由 方程 (1.3) 可 知 
x(sS) 一 y(S ) 一 xo 一 ye 
是 常数 ， 从 此 x(s) 是 从 yY(s ) 经 过 按 向 量 xo 一 yo 的 方 向 和 长 
度 给 定 的 一 个 平移 而 得 到 的 。 


tS) 


活动 标 架 是 从 一 个 固定 标 如 经 过 e 和 t 的 交角 8 的 一 个 旋转 
而 得 到 的 〈 图 2.2 )， 


{t， n} 一 4(s ) (el 63}， 


cog0 Sinlb 2 
4 人 上 (1.47 
一 sin 0 cos8 一 X%2 MX1 
答 阵 4(s ) 叫做 曲线 x( s ) 的 标 架 矩阵 。 由 定 理 3.1 标 架 矩阵 
除了 一 个 平移 外 确定 曲线 。 若 用 抢 阵 号 的 一 个 旋转 来 变更 固定 
标 架 ， 
{eli，ey) 一 了 人 ji:}， 
则 标 架 矩 跨 将 从 4 变 到 4B， 这 是 因为 


{t，m 一 4(03s) 也 1 人， 
活动 标 架 沿 曲 线 的 变更 是 决定 于 
bfes e= 录 htb 由 


即 
{t， pn 一 CC4)ft， n}》 
(C(C4) 表 示 4 的 Cartan 称 阵 )。 (1.5) 


这 个 方程 叫做 平面 曲线 x(s) 的 Frenet 方程 。 由 定理 1.10 ， 
C(4) 是 一 个 反 称 和 拖 阵 ， 因 而 可 以 写 


0 R(sS) 
ccO-| oo (1.6) 
一 RS) 0 
于 是 Frenet 方程 可 以 明显 地 写成 
大 一 RS nm 
下 = 一 Cs)t， 9 


利用 方程 (1.6) 与 〈1.4)， 经 过 人 简单 的 计算 ， 我 们 得 到 


Rs) 一 -加 -一 妙 xx (1.8) 


我 们 称 &(s ) 为 曲线 x(* ) 的 时 率 。 天 = P(s ) 称 为 


x(s ) 的 曲率 半径 。 由 《1.8 可知， 曲率 这 个 命名 是 由 于 它 玫 
达 曲 线 弯曲 的 快慢 程度 。 

通过 点 x( * ) 并 沿 法 线 的 正 向 以 p〈* ) 为 半径 的 圆 称 为 曲线 
在 点 x( s ) 的 曲率 圆 ， 又 称 密切 圆 。 圆 心 称 为 曲线 的 曲率 中 心 ; 

83。 平面 曲线 论 的 基本 定理 “我们 要 证 明 ， 

两 条 曲线 是 适合 的 一 个 充 要 条 件 是 它们 的 曲率 相等 。 


ee 660 。 


在 初等 几何 里 ， 如 果 经 过 一 个 旋转 和 一 个 平移 把 两 个 图 形 中 
的 一 个 变 到 另 一 个 ， 就 说 这 两 个 图 形 是 迁 合 的 。 
” 设 尺 是 一 个 定 旋转 您 阵 ，b 是 一 个 定向 量 ， 则 映射 x-=Rx 十 日 
称 为 一 个 欧 氏 运动 。 如 果 两 条 曲线 之 一 为 另 一 在 欧 氏 运动 之 下 的 
象 ， 就 说 这 两 条 曲线 是 选 合 的 。 


我 们 把 平移 和 旋转 分 别处 理 。 曲线 x(s ) 与 x(s ) 十 b 显然 
有 相同 的 切 向 量 t(s ) 一 -9x-， 从 而 它们 的 缴 长 和 标 架 矩阵 以 及 


标 架 矩阵 的 Cartan 矩阵 都 相同 。 

一 个 向 量 x 一 %iel 十 xse: 可 以 按照 两 种 方式 变 到 旋转 向 量 
有 x。 我 们 可 以 保留 坐标 系 不 动 并 把 坐标 作为 行 向 量 而 变动 ，(xv 
xz2) 一 (2 ，2%) 尺 ,或 者 把 由 x 和 标 架 (ee 构成 的 图 形 如 同 刚体 
那 祥 进 行 旋 转 。 这 表明 ， 把 这 个 标 架 变 到 一 个 新 的 标 架 fi, 由 一 
及 (el，e:} 。 旋 转 后 的 向 量 慌 x 关于 标 架 愉 {el，e:} 的 坐标 是 x 关 
于 标 架 {el，e:} 的 坐标 〈 图 2.3)， 那 是 很 重要 的 。 如 果 叉 是 一 个 
旋转 x--Rx，|53 攻 |= | R- 宁 -|=ltCs = 19， 由 此 可 见 ，* 也 
是 旋转 后 的 曲线 Rx(s ) 的 弧 长 ， 故 得 

定理 2.2 闪 合 曲线 的 弧 长 相等 ， 

用 标 架 {el，e#} 来 表达 ， 对 旋转 后 的 曲线 的 切 向 量 的 坐标 是 
{xi，x4} 已 这 曲线 的 标 架 矩阵 是 4 (s )R 由 方程 (1.6.7) 
Cartan 矩阵 是 C (4R) =C(4)3 于 是 由 (1.6) 可 知 ， 经 过 
旋转 后 曲率 不 变 ， 故 得 

定理 2.3 ”两 条 C 曲线 是 选 合 的 一 个 充 要 条 件 是 它 们 〈 作 为 
弧 长 的 一 个 函数 ) 的 曲率 相等 。 加 

我 们 已 经 证 明了 必要 性 。 现 在 还 村 证 明 充 分 性 ， 除 了 一 个 旋 
转 外 ， 曲 率 确 定 标 架 和 矩阵 ， 则 由 定理 2.1 就 可 推出 充分 条 件 ， 这 
里 利用 Cartan 矩阵 〈1.6) 比 用 有 曲率 来 证 明 容 易 得 多 。 

在 平面 几何 的 情形 ， 我 们 把 定理 1.16 中 天 到 为 天 (3) 一 

A(s)7， 划 可 得 到 方程 4《s ) 人 4 1(s) 一 JRCs)， 的 一 个 明显 
解 。 若 令 


7(s)= 人 K(o)do=-(| 8(c) do )7， 
和 矩阵 地 (s ) 与 它 的 导数 天 (s ) 的 次 序 交 换 ， 


L(s)K(s)=K(s)L(s)= 一 A(Cs) 人，8(o)doU 


( 因 阁 一 一 忆 ) 
只 在 这 个 情形 下 成 立 ， 


(Za 一 HZn1K 一 0 区 En3 


(ec 一 开 e0， EC) 一 1 


具 给 定 初 始 条 件 的 方程 的 (s ) 二 C(4(s)) 的 唯一 解 〈《 见 定理 
1.16) 是 


4(9)=7 作 ecojdo G.9) 
上 
几 一 一 凡 ，7 一 一 JJ， 一品 po (1.10) 
就 可 算出 这 个 指数 垂 阵 是 


os 人。 Ra)ada sin | 。 RCo)ada 
4(3) 一 。 (1.11) 
=m 们 .ECc)ao om 人 Co)dc 


这 是 一 个 正 交 扰 阵 。 如 果 我 们 给 定 一 个 初始 标 架 

人 t(s )，n(s 一 Me，e}， (1.12) 
和 扼 阵 寻 也 是 正 交 的 ; 具有 已 知 曲率 R(s ) 和 一 点 x(s”) 的 标 架 . 
{t(s”)，n(s”)) 的 唯一 的 曲线 ， 从 标 架 符 阵 B(s)=4(s)M 而 
得 到 。4(s ) 的 行列 式 总 等 于 十 15 从 此 ， 这 条 曲 组 不 仅 在 于 
的 邻 域 中 ， 而 且 在 &(s ) 的 整个 定义 区 域 中 存在 。 这 样 , 不 仅 证 
明了 定理 2.3， 而 且 证 明了 


ee 62 。 


定理 2.4 在 闭 区 间 < * < 上 给 定 任 一 连续 函数 &(s ) 
和 在 x(s*) 的 初始 标 架 tt(s*)，n(s")}， 唯 一 地 存在 一 条 平面 曲 
线 ， 通 过 xy") 并 在 xs) 有 切线 te") 而 且 以 有 (> ) 作为 8 
在 任意 一 点 的 划 率 。 

这 叫做 平面 曲线 论 的 基本 定理 。 

方程 上 = 有 Cs ) 叫做 由 它 所 确定 的 则 线 的 自然 方程 。 与 一 
已 知 曲线 适合 的 一 切 曲 线 的 所 有 公共 性 质 可 以 从 它们 的 公共 自然 
方程 导出 。 又 ， 自 然 方程 与 平面 上 任何 特殊 坐标 系 无 关 。 

4， 两 条 平面 曲线 的 接触 ”在 研究 图 形 (曲线 或 曲面 ) 上 某 一 
点 的 局 部 性 质 时 ， 从 这 个 图 形 在 所 考虑 的 点 引出 另 一 个 图 形 ， 而 
研究 它们 之 间 的 接近 程度 是 具有 重要 意义 的 。 例 如 我 们 想 研究 达 
到 一 定 正确 程度 在 无 穷 小 范围 内 寻求 曲线 C, 的 性 质 时 ， 就 取 另 一 


”条 曲线 C: 使 它 与 C: 具 有 相同 的 正确 程度 若 对 C: 具 有 熟知 的 性 质 ， 


则 它 就 可 以 代表 C 在 所 考虑 点 的 性 质 了 。 例如， 我 们 想 研 究 一 条 
平面 曲线 Ci 在 某 点 Po 的 弯曲 程度 时 ， 就 可 以 取 C: 在 已 点 的 密切 圆 
来 代替 它 ， 因 为 密切 圆 与 C: 在 尸 ,点 的 曲率 相等 。 

现在 来 研究 两 条 平面 曲线 C, 和 C: 在 公共 点 Po 的 相互 位 置 。 
对 每 条 曲线 都 取 红 长 s 为 参数 ， 则 曲线 的 方程 可 写 为 


Cuxi= 一 xi(S)3 Csxs 一 Xi(3S)， (1.13) 
取 忆 为 Cu C:* 计 算 弧 长 的 起 点 ， 则 


xi(0)=xa(0)= OP。 《1.13)7/ 
我 们 把 已 分别 沿 C: 和 C :移动 同一 距离 * (并 给 定 一 定 的 符 
号 )， 使 Po 分 别 移 到 忆 和 P:， 风 有 
一 ~ 人、 一 、 
S 一 PP 一 PP， ” 
或 即 
5 -xi(s)，OP=x(s)。 
现在 用 距离 已 , 忆 :来 估计 曲 绕 C, 与 C: 之 间 的 善 异 .为 此 把 
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xi(s) 和 xs(s ) 展开 为 宕 级 数 ， 


xi(s ) 一 Xi 十 XS 十 X1 一 一 一 二， “十 X 人 如 证 二 


， (1.13)7 
xs(s ) 一 关 十 xs 十 邓 - 二 二 
式 中 闪 和 x 和 它们 的 导数 都 在 点 已 ,处 取 值 。 
我 们 注意 到 (1.13)“，x(0)= 一 xs(0)， 故 有 
瑟 P， -5 
一 (一 区 二 (一 2 -3 
“十 Ce (1.14) 
现在 让 s ~ 0 ， 则 尸 :和 六: 是 
C, 和 (C: 上 与 已 的 距离 为 同 


| 一 无 穷 小 :。 因 此 已 : 和 书 : 分 
别 沿 C, 和 C: 趋 于 PP。 我们 
利用 (1.14) 来 估计 也 也 , 与 
s 比较 的 无 穷 小 的 阶 数 。 为 
此 ， 分 成 下 列 几 种 不 同 的 可 
衣 情 形 ， 
1  X 和 x3 不 共 线 。 这 
图 2.3 时 Ci: 和 C: 在 已 的 切线 不 重 
合 ， 所 以 展开 式 〈1.14) 中 关于 s 的 系数 不 等 于 零 ， 因 而 P,P, 对 
红 长 是 一 阶 无 穷 小 。 这 就 是 C: 和 C: 相 交 的 情形 。 
2 小 与 x 共 线 ， 这 时 Ci 和 C, 在 忆 ,的 切线 重合 , 我 们 说 Ci 和 
C: 在 P 互 相 接 触 . 因 好 和 冯 都 是 单位 向 量 ， 故 有 
一 土 X1， 
我 们 不 妨 把 取 负 号 的 情形 除外 。 实 际 上 ， 著 % 一 一 ， 则 可 在 一 
曲线 C4 《或 CJ 上 从 起 扎 Pe 向 相反 的 方向 计算 , 即 用 一 代 苦 * 
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因此 xi (或 x) 要 变 号 ， 放 有 
x2 一 X4， 《1. 15) 


这 时 ， 展 开 式 〈1.14) 中 一 次 项 消失 了 ， 所 以 在 C: 和 C: 接 触 的 情 
况 下 ， 蝗 离 PP 关于 。 至 少 是 二 阶 无 穷 小 ， 可 是 在 接触 的 情况 
”下 ， 可 能 披 此 特别 密切 地 接近 ， 例如 , 若 在 Po， 双 一 攻 ， 冶 一， 
则 展开 式 (1.14) 头 两 项 都 消失 了 ， 则 PP: 对 * 至 少 是 三 阶 无 穷 
小 ， 这 时 我 们 说 C, 与 C, 在 忆 ,至 少 构成 一 阶 接触 

3 ”一般 情形 ， 在 C: 和 C: 的 公共 点 已 处 有 


X1 一 X3，X1 一 Xp， Xg 一 X 人 2 (1.16) 


这 时 ， 展 开 式 〈1.14) 中 头 ” 项 都 消失 ， 因 此 书 忆 关于 * 至 少 是 
4 十 工 阶 无 穷 小 。 著 PP: 恰 是 sa+ 1 阶 无 穷 小 ， 则 说 C 和 (C: 在 P， 
构成 * 阶 接触 。 其 条 件 是 〈1.16) 和 


xx 和。 (1.16)7 


综合 以 上 所 述 ， 我 们 得 到 

定理 2.4 两 条 平面 曲线 C, 和 C: 在 公共 点 P, 或 者 相交 (车 
冯 和 x 不 共 线 )， 或 者 互相 接触 (车 好 和 妆 共 线 )。 接 触 的 阶 ， 
数 要 看 x, 和 xs: 关于 s 的 逐次 导数 在 P, 处 的 值 有 多 少 个 相等 。 
现在 把 4 阶 接触 条 件 〈1.16) 写成 坐标 的 形式 。 设 xi。，x: 的 
您 标 分 别 为 《2:，2) 和 《xs，%)， 则 条 件 〈1.16) 可 写成 


1] _- ，vP o (m) 《oo) 
XI 一 Xa3y XI 一 X%3y XI 二 Ma 
《1.16)7 


钊 一 区， 多 一 本 


曲线 C 在 正常 点 已 的 邻近 表达 为 


2 一 了 (xx)， 
则 


多 


Pr- 星 -dd(OY 4 2 一 妙 2 
axX X/ ds XI3 
这 表明 ， 把 参数 * 换 成 *， 并 且 一 切 》 关 于 x 到 ? 阶 为 止 的 导数 ， 
就 可 用 ? (以 及 x) 关于 s 到 ” 阶 为 止 的 导数 来 表达 。 反 之 亦 
然 。 因 此， 条件 (1.16)7 等 价 于 ， 在 曲线 C, 和 C: 的 公共 点 忆 , 处 ， 
> 关于 的 导数 到 阶 为 上 的 传 丰 等 
这 就 是 说 , 若 C, 和 C: 的 方程 分 别 为 了 一 户 (x) 和 了 一 户 (2)， 
则 C 和 C: 构 成 # 阶 接触 的 一 个 充 要 条 件 是 在 Pu (xo, . yo) 处 成 立 ; 


搬 一 /万 一 7 一 (1.16)” 


现在 给 出 这 个 条 件 的 几何 解释 ， 对 同一 个 的 值 ， 我 们 估计 
在 曲线 C, 和 C, 所 对 应 的 两 点 P, 和 已, 的 ? 值 之 差 .把 户 和 卢 接 
x 一 思 的 宕 级 数 展开 ， 


记 (2) 一 区 十 下 CCY 一 知 十 让 (全 让 2 十 


刀 (x) 一 加 十 括 Gxo (5 一 %o) 十 六 (xo) (《xX 计 上 
(1.17) 


注意 到 (1.16)“， 差 式 户 (> ) 一 请 (x) 的 展开 式 仅 从 2 十 1 
项 开始 ， 因 此 ， 当 x ~>xo 时 ， 在 P, 和 P: 两 点 的 ? 值 之 益 对 x 一 
2 是 高 于 # 次 无 穷 小 。 加 
。 反之， 车 值 之 盖 与 一 %o 比 较 至 少 是 ?4 十 1 次 无 穷 小 ， 则 
j(x) 一 请 (x) 不 可 能 包含 x 一 x 的 寡 低 于 # 十 工 次 的 项 ， 即 此 
种 项 的 系数 必 等 于 零 。 由 〈1.17)》 可 见 : 


-= 0， 有 廊 - 太 = 0 一 fo=0， 
即 条 件 〈1.16)”。 就 是 说 ， 这 些 条 件 与 条 件 《1.16)” 是 等 从 的 


这 就 是 它们 的 几何 解释 。 
现在 要 证 明 平 面 曲线 接触 的 另 一 个 形式 的 充 要 条 件 ， 即 
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定理 2.4” 设 C 的 方程 为 局 (x，2)= 一 0,C: 的 方程 为 x 一 
xf)， 2 一 2Cf) 并 设 在 点 1=jh， 即 在 Po(x，y) 处 ， 
3 十 五 ?天 0 ， 知 (的 ) 十 吕 () 天 0， 则 曲线 C: 与 曲线 C， 在 :的 成 
阶 接触 的 一 个 充 要 条 件 是 在 点 圭一 处 成 立 ， 

平 (to) 一 站 (f) 一 … 一 站 亿 (fo 一 0。 
式 中 中 (iD)= 王 FCXCT)，2(D)。 
证 ”由 于 局 为 曲线 C, 和 (C: 的 公共 点 ， 所 以 
2 一 X% (ti)， 3 一 义 () 


和 
(xo，3yo) 一 0， 
因而 
(ti)=0。 


把 (1 ) 按 + 一 加 的 朝 级 数 展开 ， 
9(i)= 9 (1 一 巧 二 (人 二 各 
十 中 力作 ) -全 


车 让 f -jp， 则 中 (ff) 与 了 一 % 同 时 为 无 穷 小 ， 并且 中 (+ ) 
对 + 一 % 的 无 穷 小 的 阶 数 是 展开 式 中 第 一 个 不 为 零 的 项 的 次 数 。 
为 了 确定 起 见 ， 对 曲线 Cu， 
下 ,(xo， yo) 天 0， (1.18) 


对 曲线 C> 


xi) 天 0， 即 limn 宇 一 2 演 0。 (1.18)/ 
了 全 加 [ 一 加 


由 条 件 〈1.18)， 在 已 知 点 已 的 邻近 把 ?了 写成 x 的 函数 。 
在 曲线 C: 上 取 某 点 PCx (+ )。，2 (t)， 且 在 曲线 C: 上 取 对 
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应 于 x 的 同一 值 的 点 已 ， 以 了 表示 已 的 纵 坐 标 ， 历 以 
FE(xXx, 了) 一 0。 
从 而 可 号 
(1) 一 下 (xy ) 一 开 (x， 了 ) 
引用 有 限 改变 量 定 理 ， 便 得 
9 (1)=F(x，Z)(7 一 了 ) (1.19) 
其 中 2 为 ?和 7 之 间 的 某 一 值 。 于 是 


中 (ti) 7 
了 盖世 一 Tv (>， Z)。 (1.19) 


现在 让 上 一 hb， 则 PP 一 P， 即 当 上 一 加 时， 了 一 yo， 了 (上 时 ) 一 
30 从 而 Z ->y。 所 以 从 〈1.19)“ 和 《〈1.18) 我 们 有 


1 了 二 一 ECxo yo 天 0 。 


因而 9(+) 和 2 一 和 是 同 阶 无 穷 小 ， 又 由 〈1.18)” 可 知 上 一 加 
和 x 一 % 也 是 同 阶 无 穷 小 。 因 此 ， 9 (+ ) 对 上 一 加 的 无 穷 小 的 阶 
数 与 ? 一 对 x 一 % 的 无 穷 小 的 阶 数 相等 。 从 此 ， 若 中 (+ ) 的 无 
穷 小 的 阶 大 于 ， 则 y 一 了 对 x 一 x 的 无 穷 小 的 阶 也 大 于 二 。 上 面 
已 经 阐明 了 这 个 事实 ， 就 是 两 曲线 C, 和 C: 具有 ? 阶 接触 的 一 个 
充 要 条 件 。 证 毕 。 

推论 ”假定 CeF(x,y)= 0 是 一 条 代数 曲线 〈 即 下 (xy) 
是 x, 2 的 多 项 式 )。(C: 在 原点 (0, 0) 的 展开 式 为 ?一 ax 十 
ax 十 … 十 oo 十 … 则 C 与 C: 在 原点 构成 3 阶 接触 的 一 个 充 要 
条 件 是 把 C: 的 展开 式 代 进 己 (x，2) 一 0 后 ， 关 于 “的 滋 震 恒 等 
地 满足 到 2 为 止 ， 即 关于 %，x25 … 2 的 系数 都 等 于 零 。 这 个 
推论 的 证 明 留 给 读者 作为 练习 。 

例 求 抛物 形 曲线 


必 一 0 十 YX 十 … 十 GoX2 


6G8 。 


使 其 与 曲线 
3 一 (xD) 
在 点 (0 ,中 (0 )) 构成 二 阶 接触 。 
解 根据 定理 2.42， 当 x=0 和 R=(0， 1，… ?时 ， 

-和 (9(z) 一 oo 一 oax 一 … 一 oo 一 0。 
由 此 ， 即 得 

a=9(0)，a=9 (0) mo 一 有 (0)。 
因而 ， 所 求 的 抛物 型 曲线 为 

下 (0) 十 9 (0) x 十 志 站 (0)x2 十 … 
十 让 9 人 0 )x?， 

5， 平 面 曲线 的 渐 届 线 与 渐 开 线 曲率 圆 的 中 心 叫做 曲线 的 
曲率 中 心 。 曲 素 中 心 的 轨迹 叫做 曲线 的 渐 届 线 。 曲 线 x( s ) 的 曲 
率 中 心 的 向 各 为 

xr=x(s) 二 CSJn(s)， (1.20) 
这 里 s 是 x(s) 的 弧 长 ， 但 不 是 它 的 渐 届 线 x*(s ) 的 弧 长 。 对 
于 曲率 R(s ) 关 0 的 C? 曲 线 的 渐 届 线 是 确定 的 。 

x(s ) 的 浙 开 线 y( s ) 是 这 样 的 曲线 ， 它 在 x(s ) 的 任 一 

切线 上 截取 弧 长 s， 


yY(sS) 一 x(s) 一 st(s)， (1.21) 
这 时 ，s 也 只 是 x(s ) 的 缴 长 ， 而 不 是 它 的 渐 开 线 y(s ) 的 弧 
长 。 对 一 切 C 曲 线 ， 渐 开 线 是 确定 的 ， 当 弧 长 原点 变更 时 ，s ~> 
s 一 350%， 则 渐 开 线 变 为 六 一 X(3) 一 (s 一 so)t(s )， 因 为 渐 开 线 
除了 某 一 任意 常数 ?外 是 确定 的 ， 这 个 性 质 显 示 出 渐 开 线 可 以 是 
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某 积 分 过 程 的 结果 (见方 程 〈1.20))。 如 果 是 这 样 , 我 们 要 求 一 条 . 
C: 曲 线 的 渐 开 线 是 C: 有 曲线。 渐 慑 线 ， 跟 导数 一 样 ， 是 唯一 的 ;我 
们 要 求 一 条 C: 则 线 的 渐 届 线 只 是 C: 曲 线 。 其 中 所 述 的 第 一 个 结果 
Christian Huygens 在 1673 年 出 版 的 《 微分 几何 》 中 有 所 叙述 ， 
一 条 曲线 是 它 的 诸 渐 开 线 的 渐 屈 线 与 它 的 渐 邮 线 的 一 条 渐 开 线 ， 
正如 一 个 函数 是 它 的 诸 积分 的 导数 与 它 的 导数 的 一 个 积分 ， 渐 屈 
线 的 红 长 是 由 原 曲 线 x 的 曲率 半径 测量 的 。 我 们 采用 两 个 不 同 的 
方法 来 建立 这 些 结果 。 

定理 2 4” 一 条 C? 偶 线 x( s ) 的 渐 开 线 闻 是 一 条 C 曲线 , 作 


为 它 的 弧 长 s* 的 一 个 函数 。 渐 开 线 的 曲率 是 入 (s5) 一 一-， 和 
_x(s ) 是 它 的 渐 开 线 的 浙 届 线 x 一 允 ， 

具有 严格 音调 遇 率 的 一 条 Cs 曲线 x( 3 ) 的 渐 届 线 x* 是 作为 
它 的 弧 长 s*= p ( s ) 二 const 的 一 个 函数 的 一 条 C? 阳 线 。x 是 它 
的 渐 届 线 的 渐 开 线 ，x 一 yew。 

由 定义 方程 《1.21) 


史 一 一 (Cs)n(s)， 


它 证 明了 下 列 结果 ， 
1 一 条 C? 曲 线 的 渐 开 线 是 x 的 切线 的 一 条 正 交 轨 线 〈 即 以 
x 的 切线 作为 它 的 法 线 )。 


2 ds 
从 此 
好 2 


JJ = 一 42-- 1 
一 n(Cs)， Ce 一 四 f(Ss)， 


3 、 
3 一 shtCs ) 十 sr2n， 《1.22) 
0S3 


出 此 推出 ， 渐 开 线 的 活动 标 扣 是 忆 = 一 wm _m 一 bp y 除 = 一 0 外 ， 


9 3 了 0 。 


是 Ce 曲线， 并且 它 的 曲率 请 (s) = 一。 由 (1.20), 邓 一 y(sy) 
+ p Cs)m(sy) 一 x(s )。 这 证 明了 定理 3.7 的 第 一 部 分 ， 
为 了 证 明定 理 的 第 二 部 分 ， 把 方程 1.20) 求 导 ，--2 
p' (Cs )nCs)。 从 此 
1 xx 的 法 线 切 于 x~。 


。 CS ap 
2 ds = 土 记 - 区 ， 即 


SS 一 人 (s 一 圭 (P (SD 一 Ps)); 〈1.23) 
符号 的 取 会 使 满足 条 件 


人 
ad5 
就 是 使 弧 长 是 一 个 严格 单调 上 升 函数 。 如 果 P 通过 一 个 相对 极 大 
或 极 小 ， 则 改变 测量 渐 届 线 的 弧 长 方向 ，x 的 及 率 半径 变 号 。 如 
果 在 曲线 x( s ) 的 内 点 出 现 曲率 的 一 个 极 值 ，- de 一 = 0 ， 这 时 


切线 不 能 确定 ， 具 有 非 单调 曲率 的 一 条 统 的 渐 届 线 甚 至 不 是 C: 觅 - 
线 。 若 曲率 是 单调 和 可 微 的 ， 


素 2 、 寂 
- 生 -=- 和 -0 = 二 ts)， 


ds pp 
x 是 C 曲线， 则 它 有 一 条 渐 开 线 。 
光一 x(s) 二 Ps)n(s) 一 PCs)n(s)=x(Cs)。 
车 曲率 是 单调 的 ， 0 一 个 单调 函数 至 
多 变 号 一 次 。 如 果 有 (s ) 是 定 导 的 , 则 -98 也 定 号 ,因而 9(s) 


是 严格 单调 的 , 并 从 s 到 s 的 弧 , 只 要 | Cs ) 一 8 (so)|< ,是 西 
的 ， 这 表明 ， 一 个 凸 性 条 件 自 然 地 出 现在 定理 2. 公 中 。 


6. 包 络 线 ”假设 给 定 依赖 子 一 个 参数 % 的 一 族 平 面 曲线 
{C-) 。 一 曲线 族 {C.} 的 包 络 线 瑟 是 具有 下 列 两 个 性 质 的 任 一 
曲线 ; 

志 对 于 巨 上 每 点 Po, 必 有 族 中 一 曲线 Co 在 忆 。 与 五 
相 切 。 

2” 对 于 族 中 每 一 -曲线 C-。 在 已 上 有 这 样 一 点 Po 使 得 
C. 与 瑟 在 也。 相 切 。 

忆 叫做 族 中 曲线 Cu 的 特征 点 。、 

现 设 曲线 族 {C。} 的 方程 为 

中 (xx，2，w) 一 0， (1.24) 


其 中 心 为 一 参数 ， 假 定 函数 中 (x ，?，%) 具有 连续 的 偏 导数 , 并 
对 每 个 参数 ， 使 p，9, 不 全 为 零 ， 若 曲线 族 (1.24) 有 包 络 
线 忆 存在 ， 则 由 定义 ， 互 上 各 点 必 在 族 中 某 一 曲线 上 ， 而 这 条 曲 
线 由 参数 w 来 确定 ， 所 以 马上 的 点 的 坐标 为 参数 的 函数 ， 


xx 一 2(a)， 3=yra)， (1.25》 


并 久 这 个 方程 组 作为 包 缁 线 妃 的 参数 方程 ， 
有 既 然 互 上 各 点 都 在 族 〈1.24) 中 某 一 曲线 上 ， 所 以 扫 妃 的 广 
程 (1.25) 代入 〈1.24)， 就 得 到 关于 的 一 个 全 等 式 ， 


?tx(a) 2(a)，ax)= 一 0。 《1.26) 
把 这 个 得 等 式 关 于 求 导 ， 得 
外 。- 一 全 -9 +9y 二 9 一 0，。， (1.27) 


对 任 一 参数 ， 由 于 曲线 (1.25) 与 族 中 曲线 中 (xx，? ，c% 1) 一 
0 在 点 〈x(u)，2?(x)) 相 切 ， 因 此 ， 两 曲线 在 这 点 有 公 共 切 
线 ， 因 而 两 曲线 在 这 点 的 切线 斜率 


2 (Ca ) yeCx(a) yx)， 以 ) 


MX (ac) 9CX(2) 2) 4) 


ee ?92 。 


相等 ， 从 而 得 到 
xx 十 9 一 0， 
代入 〈1.27) 便 有 
9 一 0。 

因此 ，x (ao )，? (a) 应 满足 方程 组 

“ 9(x，y，a) 一 0， 中 (xx，y，a) 一 0。 
就 是 说 ， 如 果 包 络 组 存在 ， 它 必须 满足 这 个 方程 组 。 反 过 来 ， 如 
果 从 这 个 方程 组 消去 o 得 到 关系 式 /( x，?》 ) 一 0， 或 从 这 个 方程 
组 解 出 x=x(a)，2y=y(a)， 并 且 。 9 以 及 尽 (oh)， 
y (aa ) 都 不 全 为 零 ， 则 把 以 上 的 步 又 倒 推 回去 ， 就 可 得 到 曲线 
x 一 x(a) 2 一?(a) 与 曲线 (xy，a) 在 点 (x(o)， 
?(c )) 相 切 的 结论 ， 从 而 x = x(a)，y = y(x) 是 曲线 族 
9(x，2，a)= 0 的 包 络 线 。 

例 “弹道 滑 线 是 折 多 线 


2 一 tgQa， x 一 到 忆 secla ,yx%2， 
式 中 o 为 初速 ，o 为 发 射 角 。 当 变化 时 ， 就 得 到 一 抛物 线 族 ， 


求 其 包 络 线 。 
解 这 时 方程 9 (x，2>，%) 一 0 为 


一 ?十 tgQ，X -到 sec2a.X%2 一 0， 
9 


而 中 。(x， Jy， &)= 0 为 
secxa.y 一 - 台 _secaastga .一 0 。 
Vo0 
2 和 
从 后 一 式 得 到 tw 一 -0 ， 从 而 secta 一 1 十 5Ez， 代入 第 一 式 
便 得 


四 SS 


即 


这 是 另 一 条 抛物 线 ， 这 是 所 求 抛物 线 族 的 包 络 。 
设 炮 弹 的 初速 为 w， 则 在 上 面 求 得 的 包 络 以 外 ， 飞 行 物 就 不 
会 被 击 中 ， 这 里 假定 炮弹 在 同一 平面 上 发 射 ， 如 果 考 虑 到 炮弹 在 


不 同 平 面 上 发 射 ， 飞 行 物 应 在 由 上 面 的 包 络 线 绕 y 轴 的 旋转 抛物 


面 之 外 ， 才 不 会 被 击 中 。 
7， 螺旋 铂 “ 具 有 定 号 单调 曲率 的 曲线 弧 称 为 螺旋 性。 
螺旋 弧 的 一 段 充 分 小 的 子 弧 总 是 一 条 凸 曲线 。 如 果 一 螺旋 弧 

r 包含 一 段 常 曲率 子 弧 ， 则 子 红 属 于 它 自身 的 曲率 圆 。 一 条 螺旋 

弧 r 的 浙 邮 线 不 包含 任何 直线 眉 ， 因 为 mn 的 方向 不 是 固定 的 。 这 

表明 ， 连 结 浙 屈 线 噬 的 两 点 的 弧 长 总 大 于 两 点 间 的 距 离 ， 或 即 " 

的 两 曲率 中 心 的 距离 小 于 对 应 曲率 半径 之 差 。 较 小 的 曲率 圆 完全 

在 较 大 的 曲率 圆 的 内 部 ， 于 是 我 们 有 

定理 2.5(Kneser) 一 条 螺旋 弧 的 任 一 曲 率 圆 包含 孤 的 每 个 

较 小 的 曲率 圆 在 其 内 部 ， 而 它 自身 也 包含 在 半径 较 大 的 每 个 曲率 

圆 之 内 。 
推论 ”一 螺旋 弧 的 两 个 不 同 的 曲率 圆 决 不 相交 。 这 样 的 一 条 

台 不 是 它 的 曲率 圆 的 包 络 。 

图 2.4 表 示 一 档 圆 的 一 螺旋 绝 的 某 些 曲率 圆 。 

一 螺旋 弧 的 一 点 已 =yr (so) 把 弧 分 为 两 支 曲率 上 升 ， 
R(s)>>A (so) 的 一 支 ， 和 曲率 下 降 ，R(Cs )<R(so) 的 一 支 。 
Kaneser 定 理 给 定 平面 内 对 两 条 支线 的 不 同 区 域 ， 

定理 2.6 ”如 果 一 螺旋 弧 的 曲率 在 s 的 邻 域 中 不 是 常数 ， 则 
曲率 上 升 的 一 支线 是 完全 包含 在 曲率 圆 s(so) 的 内 部 ， 而 曲率 下 
降 的 一 支线 是 在 (so) 的 外 部 。 
现在 要 描述 关于 凸 螺旋 弧 的 一 个 定理 ， 


ee 


图 2.5 


定理 2.7(Vogt) 设 4， 刀 是 一 螺旋 屎 的 端点 ， 它 的 曲率 从 
4 到 万 不 下 降 。 在 呈 点 的 切线 与 弧 在 互 的 纺 48 的 交角 日 不 小 于 
在 4 的 切线 与 4 有 的 交角 a。 只 当 曲 率 是 常数 时 ，c =B。 

证 〈 图 2.5) 取 48 为 % 轴 使 得 弧 4 妃 的 内 点 x(s)<0， 
x:(0)=x(1) 一 0。 这 里 1 是 红 -48 的 长 。 我 们 必须 证 明 
0(1)=B32r 一 06(0)=a， 或 即 cost(1)<eos(0)。 由 假 
定 ， R (SN 一 RD)2P0， 对 区 间 [0， 1 ] 的 任 一 分 法 ， 由 .分 部 
积分 法 推出 ， 


os6(0) 一 oosb(1)= | ， 


sin0dl -| , 败 (s) RCs ds 


=- 一 | ,ea(Cs)dUs)>>0.。 
等 式 只 当 有 在 (0，! ] 上 是 常数 时 成 立 ， 
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8. 四 顶点 定理 “上面 所 叙述 的 内 容 ( 除 定理 2.7 外 ) 基本 
上 都 是 关于 曲线 上 各 点 邻 域 的 性 质 ， 就 是 局 部 性 质 。 但 是 局 部 性 
质 与 整体 〈 大 范围 ) 性 质 之 间 有 一 定 的 联系 。 现 在 以 闭 曲线 作 为 
例子 来 毅 明 它 的 意义 。 

所 谓 凸 闭 曲 线 就 是 与 平面 上 的 任何 直线 的 交点 不 多 于 两 点 的 
闭 曲 线 ， 凸 闭 曲线 又 名 为 孵 形 线 。 

在 一 条 C? 曲 线 上 曲率 取 极 值 的 点 称 为 它 的 顶点 。 我 们 在 分 析 
中 知道 一 个 连续 函数 在 闭 区 间 上 至 少 有 一 个 极 大 值 和 一 个 极 小 
值 。 这 表明 ， 一 条 Cz 闭 曲线 至 少 有 两 个 顶点 。 我 们 可 以 进一步 
证 明 

定理 2.8 设 一 C? 闭 曲 线 揭 曲 事 半 径 8 为 弧 长 s 的 连续 函 
数 ， 则 它 至 少 有 四 个 项 点 。 
”在 证 明 这 个 定理 之 前 ， 先 作 如 下 的 益 明 。 这 个 定理 本 身 不 仅 
与 曲线 的 部 分 有 关 ， 而 且 还 与 曲线 的 全 体 有 关 ， 并 且 以 顶点 这 个 
局 部 性 质 〈 因 为 所 论 的 极 值 是 指 相对 极 值 ， 就 是 在 曲线 上 各 点 
邻近 考虑 p 的 值 ) 为 基础 ， 因 此 ， 在 局 部 性 质 的 基础 上 来 研究 整 
体 狂 质 的 微分 几何 称 为 整体 〈 大 范围 ) 微分 几何 。 因 而 研究 图 形 
的 局 部 性 质 的 局 部 微分 几何 有 时 又 称 为 局 部 〈 小 范围 ) 微分 几 
何 。 整体 微分 几何 的 内 容 较 难 ， 它 所 涉及 的 知识 较 广 ， 与 黎 曼 几 
何 、 拓 扑 学 、 变 分 法 、 李 群 论 等 都 有 联系 ， 它 成 为 现代 微分 几何 
的 中 心 ， 这 些 内 容 出 于 本 书 范围 ， 咯 而 不 述 。 

现在 来 证 明定 理 2.8。 

设 * 为 曲线 的 弧 长 ，p(s ) 为 曲率 半径 ， 4 为 正 向 切线 与 正 
思 轴 的 交角 ， 则 由 (1.8)， 


dl 
Pp 一 一 一 3 又 因 -4 - cos0， 一 


由 积分 ， 得 


四 
xx | cosbas = 。 P(6 )cosbd0， 


和 一 za 人 3 singas =-|: P(0)sinbclg， 
由 于 赐 线 是 凸 闭 的 ， 所 以 p > 0 ， 并 因为 


pcosb 王 ， psinb = 从 


押 以 


人 pcos0d6 一 0 全 psinbdb= 0 (1.28) 
开 9 一 区 儿 4 


YY2 


现在 在 曲线 上 任 一 点 己 (8 ) 引 正 向 切线 加， 假设 从 原点 O 引 
加 的 平行 射线 与 单位 圆 交 于 点 Q 〈 图 2.6) ， 则 入 形 线 上 的 点 己 
与 单位 圆 上 的 点 QQ 构成 一 一 对 应 ， 这 时 局 QQ 的 坐标 显然 是 


2 =oosg，y * 一 sing。 
当 尸 绕 旬 形 一 周 时 ， Q 绕 单位 圆 一 周 。 
我 们 把 视 形 线 在 点 已 (6 ) 的 曲率 半径 P(8 ) 作 为 质量 ， 放 在 


单位 圆 上 的 对 应 点 Q 处 ， 于 是 单位 圆 上 各 点 都 有 相应 的 质量 ， 而 
这 个 质量 系 的 重心 的 坐标 2,，x: 由 下 列 公式 给 出 


| 7 pcostdl 全 psinfag 
一 开 二 一 于 


全 pas 站 全 ,pas 


由 方程 (1.11) 立刻 推出 z = 0 ，z= 0 ， 这 就 是 说 ， 质 量 系 的 
重心 为 圆心 0。 根 据 假 定 ，p(〈6 ) 在 闭 区 间 - r 生 46<x 上 为 8 
的 连续 函数 ， 所 以 至 少 有 一 个 极 大 值 和 一 个 极 小 值 ， 而 且 极 大 和 
极 小 一 定 是 交替 出 现 的 ， 因 而 顶点 的 个 数 必 为 偶数 。 据 此 ， 我 们 
样 的 卵 形 线 ， 它 的 曲率 半径 p 只 有 一 个 极 大 值 和 一 个 极 小 值 ， 它 
们 的 对 应 顶点 记 作 忆 和 已， 令 Qi，Q, 分 别 为 P,， 忆 :在 单 位 园 上 
的 对 应 点 。 沿 兰 位 圆周 所 移动 的 方向 不 论 是 反 时 针 或 顺 时 针 的 ， 
从 Q: 到 Q: 的 各 点 所 放 的 质量 是 沿 着 道路 而 减少 的 , 而 从 点 Q: 到 QQ 
的 各 点 所 放 的 质量 是 增加 的 。 作 平分 圆 弧 QiQ: 的 直径 CD， 则 在 
半圆 DQ,C 上 的 质量 大 于 在 半圆 CQ:D 上 的 质量 。 这 样 ， 则 重心 决 
不 能 落 在 圆心 0 处 ， 这 与 上 述 结果 和 矛 慎 ， 所 以 只 有 两 个 顶点 的 角 
形 线 是 不 存在 的 ， 因 此 ， 顶 点 至 少 有 四 个 。 

这 个 证 明 法 是 由 Blaschke 给 出 的 ， 它 的 优点 在 于 只 要 假定 
函数 p(s ) 的 连续 性 就 够 了 。 

若 假定 曲率 R( s ) 是 连续 可 微 的 ， 则 有 更 巧妙 的 证 明 法 ， 这 
是 下 面 所 述 的 Herglotz 的 证 明 。 

设 两 个 顶点 P,，P: 的 联 线 已 P; 的 方程 为 


ax 十 oax%s 十 as 一 0 《ay ao as 为 常数 )， 


则 这 条 直线 把 凸 闭 昌 线 分 为 两 部 分 六 瑟 与 P,， 对 于 这 两 部 分 
的 点 (xb x2) 所 对 应 的 aiX1 十 axXs 十 as 之 值 必 取 蜡 号 ， 若 太 :了 
的 点 在 直线 乙 ,P， 的 正 侧 ， 则 cixi 十 ax 十 as 0 ， 而 对 应 于 PP， 
的 点 则 有 ctxi 十 as 十 oo< 0。 其 次 ， 以 &(s ) 表示 凸 闭 曲线 的 


曲率 ， 若 假定 只 有 两 个 顶点 已 ， 尸 ， 则 -9 只 在 Pu P 等 于 0 
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于 是 沿 凸 闭 曲 线 从 三, 到 已 -9 


例如 -8 “> 0， 则 从 


忆 到 己 时 -9 < 0， 
因此 除 忆 ， 忆 ,两 点 外 ， 在 整 条 曲线 上 都 有 


(xi 二 axa+ao) -2 > 0， 
于 是 沿 凸 闭 曲线 的 线 积 分 

网 (cui+osa+aDdkt> 0， 
另 一 方面 ， 由 于 


Yak- 0， yxak=- jitds=gan=o 
从 此 ， 哆 adp= 多 aak= 0。 所以， 对 任意 的 常数 qu oo os 必 有 


风 Coua+am+oodk= 0 。 


这 与 上 面 的 不 等 式 矛 慎 。 所 以 只 有 两 个 顶点 的 凸 闭 曲 线 不 存在 。 

实际 上 ， 我 们 可 以 证 明 棍 圆 确实 有 四 个 顶点 ， 就 是 椭圆 与 它 
的 主轴 的 四 个 交点 。 因 此 ， 闭 曲线 顶点 的 最 小 数 等 于 四 , 就 是 说 ， 
一 般 来 讲 ， 四 个 这 个 数目 不 能 再 加 大 了 。 

让 读者 证 明 ， 

1 证 明 枯 园 有 四 个 项 点 。 

2” 证 明 曲 线 

X 十 xX 一 

有 八 个 顶点 ， 它 们 分 别 落 在 下 列 四 条 直线 上 ， 


XI 一 0，X: 一 0，2X1I 土 Xi 一 0。 


附注 ， 关 于 和 孵 形 线 的 四 顶点 定理 ， 最 初 给 予 证 明 的 是 印度 加 
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尔 各 答 大 学 教授 S. Mukbopadhyaya. 他 的 论文 登 在 BullL Calcu- 
tta Math, Soc,I(1909)， 而 久未 为 世人 所 知 ， 到 了 1912 年 A， 
Kneser 在 其 H, Weber 纪 念 论文 中 重新 发 现 了 这 个 定理 。1913 年 
Blaschke 给 出 上 述 的 证 明 。 至 今 还 有 其 他 许多 证 明 法 。 

9， 等 周 问题 古代 希腊 几何 中 有 一 个 著 名 的 问题 ， 通 称 为 
等 周 问题 ， 在 平面 区 域 上 具有 给 定 长 度 的 一 切 闭 曲线 中 寻求 面积 


设 一 条 闭 曲 线 C 的 周 长 是 工 ， 则 x(0)=x( 工 )， 所 以 


1 =8as= 风 ttas = gidx= 一 多 at 


定义 “车 给 定 一 个 集合 S， 则 中 心 是 S 的 点 半径 为 太 的 一 
切 闲 贺 盘 的 和 集 称 为 集合 S 的 距离 4 的 平行 集 ， 记 作 S,。 若 S 是 
由 一 条 闲 曲线 C 力 成 的 ， 则 S, 的 边界 称 为 C 的 平行 曲线 ， 记 


作 Cw 


图 2.7 


若 $ 是 点 已 ， 则 平 行 集 %, 是 以 尸 为 中心 由 为 半径 的 圆 。 图 
2.7 分 别 表示 一 线 及 、 一 正方 形 和 一 圆 的 平行 集 . 

定理 2.9(Steiner) 设 工 为 一 简单 可 求 长 闭 曲 线 的 周 长 ， 
4 是 C 的 内 部 的 面积 ， 并 设 忆 ，A4s 分 别 表示 C 的 平行 曲线 Ca 效 对 
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应 量 ， 则 
Do<L+2m (1.29) 


LS 4 十 LA 二 TH2。 (1.30) 


在 这 两 个 关系 式 中 ， 对 凸 曲线 C 等 号 成 立 。 
我 们 假定 已 经 取 定 * 上 升 的 方向 使 得 "为 内 法 线 。 
车 C 是 一 CI 西 曲线， 则 Ca(s)=C(s ) 一 如 Cs)，tb(s) 一 


t(s )，dt=ndt， 从 此 ， 六 = 一 多 CC- 向 :na8= 工 十 12 


车 C 是 一 条 C" 目 曲线 ， 则 它 至 多 只 有 一 个 可 数 的 尖 点 集合 ， 
对 应 于 弧 长 的 值 s， 一 1，…， 设 


A;= 一 60(s+0) 一 6 (一 0) 
为 在 一 尖 点 处 的 单 侧切 线 的 交角 ， >] AiS2r。( 图 2.8)。C 的 
= 0 


内 部 的 平行 集 是 由 下 列 图 形 包围 而 成 的 ， 弧 C(s) 一 in，s< $ 
<srb 一 1，…， 半径 人 中 心 C (Cs) 的 圆 弧 以 及 小 孔 A。C 
是 凸 闭 曲 线 ;， 从 此 


ZIAi 十 30 (so 一 0) 一 0(s 十 0 力 一 2 


-0 
= 二 1 db 上 RSIAI 工 十 2m8。 
芭 +0 


若 C 不 是 贞 的 ， 则 直线 C 一 An 的 部 分 或 者 连结 这 种 平行 统 的 
圆 狐 可 以 内 入 一 个 平行 集 中 (图 2.9) 。 从 此 ， 在 这 个 情形 下 ， 
了 入 工 十 2m0。 


方程 〈1.29) 已 经 完全 证 明了 ， 又 〈1.30) 对 凸 曲线 的 情形 
借 积分 ， 


4= | ,Pdp+4 
可 以 推 得 


图 2.9 


定义 “一 条 简单 闭 曲 线 的 一 个 内 切 圆 是 指 半 径 最 大 的 一 个 内 
切 轿 . 

内 切 圆 不 是 唯一 的 ， 但 是 内 切 税 半径 是 唯一 的 。 一 个 内 切 加 
的 中 心 是 曲线 的 一 个 内 心 。 内 心 和 内 径 出 现 在 下 面 的 等 周 不 等 
式 中 ， 

定理 2.10 ” 设 ” 是 一 条 可 求 长 闭 曲线 C 的 内 径 ，a 是 C 通 过 ， 
一 个 内 心 的 任 一 纺 的 长 度 ， 则 


2 
2 一 474 > (4 一 2r)2。 (1.31) 
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从 (1.31) 可 见 ， 只 当 通 过 内 心 的 每 条 制 线 是 内 切 圆 的 一 条 
直径 ， 即 C 与 它 的 内 切 圆 重合 时 天 一 4r4。 

推论 ”在 周 长 工 的 一 切 闭 曲线 之 间 ， 半 径 为 工 /2r 的 圆 确定 
最 大 面积 。 


图 2.10 


只 要 对 凸 曲 线 证 明 不 等 式 (1.31)。 因 为 , 若 C 不 是 凸 的 , 它 包 
含 在 一 个 最 小 的 凸 区 域 (图 2.11) 中 ,这 个 区 域 的 边界 是 上 丁 的; 它 有 
一 个 较 小 的 周 长 ， 并 确定 比 非 凸 Ts 
曲线 C 有 一 个 较 大 的 面积 。 由 此 ANAGZZZY 
可 见 ， 非 凸 曲线 不 是 我 们 揭 问 题 
的 解 .( 因 产 < 工 , 寻 >> 4, 从 而 
天 一 4r4> 世 3 一 4r4d*2P 10。 所 以 
对 一 般 的 闭 曲 线 居 一 4r4>>0。) 
”为 了 证 明定 理 2.10， 作 一 个 
半径 为 及 的 大 的 圆 玉 ， 它 的 中 心 
是 C 的 一 个 内 切 圆 的 中 心 , 使 得 C 包围 在 这 个 圆 玉 内 〈 图 2.10)。 
通过 内 心 画 一 条 直线 与 C 切 出 一 条 长 为 e >2r 的 一 条 制 线 ， 并 与 
C 和 贺 开 之 间 的 开 环 区 域 切 出 线段 1,  。 这 条 直 线 把 C 同 圆 分 
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别 分 为 两 条 弧 C, 和 Cs。S,。S。。 环 形 区 域 分 成 两 个 区 域 ， 它 们 的 
边界 是 两 条 闭 曲 线 ， 记 作 


= (SC ， FT 一 (SAC:b。 


令 志 为 CO (1 = 1，2) 的 长 度 ，-4 为 下 所 国 成 的 面积 ， 工 和 4 
是 C 自身 的 周 长 和 所 包围 的 面积 ， 则 


工 一 十 La (1.32) 
TR: 一 4 十 4 十 4 (1.33) 
设 p 是 一 个 实数 ， 使 得 
2r<2p<c。 (1.34) 
我 们 接 距 离 p 来 构造 平行 区 域 加 下 ， 


(a) 由 圆 玉 和 C 构 成 的 环形 区 域 的 平行 区 域 ， 由 〈1.34 )》， 
它 履 盖 C 的 整个 内 部 ， 它 的 面积 是 r (R 二 P) 

(b ) 线段 天 和 户 的 平行 区 域 〈 面 积分 别 为 xp? 十 28p, rpP? 十 
2b5p， 见 图 2.7) 。 

(cs ) 由 和 T 确 定 的 区 域 的 平行 区 域 ， 对 相 应 的 面积 设 为 
- 作 ， 不 等 式 (1.30) 表示 


性 4 十 (7 十 大 十 旋 十 rrRR) p 十 rp 
在 面积 ( a ) 内 的 任 一 点 至 少 在 ( e ) 的 两 区 域 的 一 个 之 内 ， 并 
在 面积 (b ) 的 一 个 内 前 任 一 点 是 在 (e ) 的 两 个 区 域内 ， 从 此 
面积 ( a ) 十 两 面积 (b ) 委 - 必 十 4 
或 即 
T( 届 十 P 关 十 27p 十 2 (天 十 让) PS4 十 4 十 (六 十 2) p 
十 2(7 十 旋 十 rR)P 十 2rp: 
在 这 个 不 等 式 中 ， 许 多 项 或 者 直接 或 者 利用 (1.32) 和 (1.33) 


”消去 ， 所 有 鳃 下 的 项 是 
4< 委 ZLp 一 rp3。 


这 个 关系 等 价 于 
万 :一 4r4( 工 一 27rp)2 (1.35) 


这 是 等 周 不 等 式 的 另 一 个 形式 。 在 这 个 不 等 式 中 ， 我 们 先 令 P 一 
5， 并 把 两 个 不 等 式 相 加 ， 便 得 


2 (? 一 474)( 工 一 2rr)2 十 ( 工 一 ra)2 (1.36) 
利用 代数 不 等 式 


2 (xz 二 六 >(x 一)5 即 x 十 加 > (一 35 
令 x = 工 -2ar，? = 上 -ro 则 从 (1.36) 就 可 推出 不 等 式 
G1.31)， 证 毕 ， 


4$2.2. 空间 曲线 的 欧 氏 微分 几何 


在 本 节 里 ， 着 重 论述 已" 中 的 曲线 。 互 "的 欧 氏 运动 群 有 六 个 
参数 (对 旋转 和 平移 各 有 三 个 ) ， 也 就 是 六 维 的 李 群 。 最 后 简略 
地 介绍 高 维 欧 氏 空间 互 "中 的 曲线 。 

1， 曲 线 的 参数 表示 象 平面 曲线 那样 ， 瑟 " 中 曲线 的 参数 方 
程 可 写 为 如 下 的 形式 ， 

XI 一 Mi) Ms 一 Xi )， Ms 一 Xe)，0 委 大 5，(2.1) 
式 中 (xx:，xs) 表示 空间 中 点 的 笛 氏 代 标 。. 今 后 假定 

本 数 ,xi(f )，xa( 7，xa(1 7 看- 点 大 的 这 分 小 的 信里 
是 音信 、 连 绿 可 委 的 ， 并 是 


字 () 十 笋 (7) 十 人 (人 0。 《2.2) 


以 后 所 考虑 的 函数 x (ft) (一 1，2，3) 总 是 假定 单 值 、 
连续 可 微 的 ， 并 且 按 我 们 的 需要 ， 这 些 函 数 都 有 直到 了 阶 的 连续 
导数 ， 并 称 曲线 (2.1) 为 C" 曲线 。 本 节 里 如 无 特别 声明 ， 都 规 
定购 线 是 Cr 之 3 ) 的 。 


2、 话 动 标 名 ”Frenet 从 起。 人 本 定理 与 自 外 和 
一 条 Cs 曲线 x(1)= (xi(t )，xs(t)，xs(t)) 的 不 变 参 数 s 是 
弧 长 
， t 
S -| ， 芭 ( dt (2.3) 


切 向 量 t= x(s ) 是 单位 向 量 〈 与 (2.1.2) 比 较 ) 。 

固定 笛 氏 坐标 系 是 由 标准 正 交 向 量 el，es， 6s， efi。 8 一 1， 
ee 天 0 (天 1，1 和 ii，j 委 3) 的 一 个 标 架 给 定 的 。 符 阵 
(el，es，es) 一 十 1。((ei， es es) 成 右 向 系统 ) 。 对 点 x(3) 
险 上 另 一 个 标准 正 交 标 架 ai(s)=t(s)，a:(sS)，as(5)， 它 是 
从 园 定 标 架 经 过 一 个 旋转 而 导出 的 ， 


《t， aa 一 4(sS){eeoesj，4(5S )e<Os， 
-出 
{t， 忆 2 as} 7 一 C 《4) { 及 2y a3}》 ( 西 C 《4) 一 代 0。 (2.47) 


Cattan 和 矩阵 是 反 称 的 ， 


0 D， 也 
C(4)= [- 0 Pa | 
一 声 s 一 忆 s 0 和 


车 Ps)=Pas(s)=0， 则 由 (2.4) 可 知 ， 世 一 六 一 0, 从 而 
Xf S ) 一 0 十 0 ， 于 是 曲线 是 一 直线 。 若 已 := 已 := 0,P:. 过 0， 
则 标 架 {t, ay as} 沿 这 直线 的 方向 运动 而 轴 a:*，as 在 悉 直 于 这 直线 
的 平面 上 旋转 。 

如 果 t (s ) 关 0 ， 我 们 取 


__Y(s) _ 
as 

作为 第 二 个 向 量 ， 叫做 曲线 的 主 法 线 , 第 三 个 向 量 as=b(s ), 电 

做 副 法 线 ， 它 是 同时 垂直 于 t 和 m， 且 由 t nb 所 张 成 的 体积 ltnb| 一 

+ 工 的 唯一 的 向 量 。 平面 (xb m 叫 做 密切 平面 ， 平 面 (om b) 
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叫做 法 平面， 平面 (x， b， 过 7 叫做 从 切面 。 {x， tm bp》 叫做 则 线 的 
伴随 三 面 形 或 活动 标 哥 ， 由 作 图 ， PCs)= 一 0 因而 CC4) 化 


为 如 下 的 形式 ， 


0 R(s) 0 
C(4)=| 一 RCs) 0 T(s) |。 (2.5) 
0 一 T(3S) 0 


现在 因为 标 架 是 唯一 决定 的 ， 所 以 A(s ) 与 (* ) 是 不 变量 ， 它 
们 分 别 叫做 一 空间 曲线 的 曲率 与 挠 率 。 
这 时 公式 (2.4) 可 写 为 


dt _ 

ds 一 炒 Rn 炒 

an _ 

人 -一 Rt 米 Tb (2 .4)7 
-db - 冰 一 tn 炒 


其 中 星 号 表示 俱 项 。 这 组 公式 是 空间 曲线 论 的 基本 公式 ， 通 称 为 
Frenet 公 式 ， 因 为 以 后 会 看 到 ， 空 间 曲 线 的 微分 几何 的 性 质 都 是 
在 这 公式 的 基础 上 导出 来 的 。 它 的 基本 特点 就 是 基 本 向 量 bmb 
关于 弧 长 * 的 导数 可 以 用 b mb 的 线性 组 合 来 表达 ， 它 的 系数 组 
成 反 称 矩 阵 (2.5) 。 

公式 (2.4)' 与 -9% 一 守 合 并 起 来 描述 了 ， 当 点 x 在 曲线 上 移 
动 时 活动 标 架 的 运动 规律 

根据 积分 定理 1.16， 我 们 得 到 

空间 曲线 论 的 基本 定理 在 闵 区 间 o < * <5 上 给 定 任 二 
连续 函数 ECs)> 0，t(s) 和 在 xGs*) 的 初始 标 架 tt(s9， 
ns*), bs*)} 唯 一 地 存 在 一 条 C: 空 间 曲 线 ， 它 通过 xfs") 并 在 
xs") 有 切线 ts") 以 及 容许 &《s )， < (s ) 作 为 它 在 任意 点 的 则 
率 与 挠 率 ， 
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方程 RE= R(s)，T = 一 TY(s) 叫 做 空间 曲线 的 自然 方程 。 引 
用 积分 定理 1.16 可 知 除了 和 迭 合 外 ， 自 然 方 程 决定 一 空间 曲 角 ， 以 
上 所 述 的 事实 表明 ， 空 间 有 曲线 的 全 部 性 质 集 中 于 曲率 Rs ) 和 搅 
率 Y(s ) 中 。 

上 述 定 理 是 一 个 局 部 定理 。 如 果 在 某 点 xX(s )=x"(s) 一 
0 ， 则 不 需 机 连续 指标 架 族 {x, tn, b} 存在 。 

从 Frenet 方 程 (2.4)” 推出 


x7 一 An， 
X" 一 一 At 十 Rn 十 ATb。 
曲率 
及 一 |x2| (2.6) 
是 一 个 二 阶 不 变量 ， 和 挠 率 


“一 记 |x“ xx2 Xe| 《2.7) 


是 一 个 三 阶 不 变量 。 由 定义 ， 一 条 空间 曲线 (甚至 漫 入 三 维 空 
闻 中 的 一 平面 遇 线 ) 的 曲率 总 是 正 的 ， 这 个 定义 不 是 完全 等 价 于 
$ 2.1 中 的 定义 。 找 率 + 的 符号 自身 是 一 个 不 变量 ， 公 式 (2.7) 表 
明 三 个 向 量 x', xx" 是 确定 一 个 右手 还 是 左手 斜 交 坐 标 系 。 

向 量 函 数 t( s ) 决 定 曲 线 x(s )=xo 十 |” tCo )do。 于 是 提 
出 这 样 的 问题 ， 向 量 函 数 ( * ) 是 否 也 决定 曲线 ? 这 里 一 个 预备 
的 问题 是 ， 两 条 不 同 井 线 x(5s) 和 y(s/) 可 否 有 相同 的 主 法 线 ? 如 
果 可 能 的 话 ， 则 y(s) 必 在 过 x(so) 的 主 法 线 上 ， 这 时 ， 可 写 出 

y 一 x(s:) 十 入 (ss)nzs(s。)， 


入 是 一 个 可 微 话 数 ，ne 和 m 分 别 为 这 两 曲线 的 主 法 线 。 由 微分 
tt 一 5( 1 一 RDts 十 入 / nz 十 和 Tzbz] 3 
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由 于 ns 一 y 与 ty 正 交 5 从 此 了 
一 0。 
所 以 和 是 一 个 常数 ， 从 而 tb 是 在 tz 和 b: 所 决定 的 平面 上 , 因而 可 写 
蕊 一 txcosa(sc) 十 bsina(sz)。 


从 此 


nj Se 一 (Rscosa 一 TsinaJne 十 ts(cosa)/ 十 bs(sinc) 7 。 


如 前 ， 推 出 xc” = 0 ， 于 是 te 和 ty 之 间 的 角度 0 是 常数 ， 对 也 的 两 
个 方程 


ds 
一 1 一 R 加 十 入 tb。 
5 一 [(1 一 Ah) 2， 


蕊 一 coSatz 十 Sinab。 
是 一 致 的 充 枫 条件 是 系数 行列 式 等 于 零 ， 即 
sinax 一 入 (Asina 十 rcosc) 一 0。 (2.8) 

故 得 
Bertrand 定理 ”在 五 * 中 一 曲线 〈 除 平移 外 ) 由 它 的 主 法 线 
来 刻 划 的 充 要 条 件 是 它 的 曲率 和 挑 率 之 间 没 有 常 系数 的 线性 关系 
成 立 。 、 
定义 ” 设 两 条 不 同 曲线 Cu C, 有 相同 的 主 法 线 ， 则 C, 和 C， 
都 称 为 Bertrand 曲线 ， 每 一 条 称 为 另 一 条 的 共 罗 曲 线 。 方 程 
《2.8 ) 叫做 Bertrand 曲线 的 特征 方程 。 〈 因 为 可 证 若 一 曲线 C 
的 曲率 与 挑 率 满 足 常 系数 的 性 关系 , 刚 C 为 一 Bertrand 曲 线 。) 

下 列 儿 个 例题 的 证 明 让 读者 去 完成 , 

例 1 一 般 螺 旋 线 。 如 果 一 条 曲线 C 的 切线 与 一 固定 方向 二 


5，d 是 在 从 切面 上 ， 并 证 tga 一 下 -。 
例 2 和 如果- 一 tgo 是 常数 ， 证 明 向 量 d=teosa+bsina 
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是 固定 方向 。 从 此 与 例 2 推出 -R_ = const 刻 划 一 般 螺旋 线 ， 因 


飞 
而 称 这 个 方程 为 一 般 螺 旋 线 的 特征 方程 
例 8 给 定 两 井 线 f(s)，g(s)， 使 得 nm(s)=nz(s)， 则 
及 (s ) 一 obe(s )+brr(s) (0, 了 是 常数 ) 。 (2.9) 


如 果 忆 (s )=const， 证 明 g 是 一 Bertrand 曲 线 (Bianchi) 定理 ， 

例 4 ”假如 两 条 曲线 的 点 之 间 可 以 建立 这 样 的 对 应 关系 , 使 它 
们 在 对 应 点 的 切线 平行 ， 则 主 法 线 积 副 法 线 也 平行 ， 并 县 曲率 和 . 
挠 率 成 比例 ， 


Re*aiTf+ 一 RT。 (2.10) 
例 5 设 两 曲线 在 对 应 点 的 主 法 线 互 相 平行 〈 不 是 重合 )， 证 
明 它 们 在 对 应 点 的 切线 组 成 定 角 。 


例 6 ”如 果 两 曲 组 在 对 应 点 的 可 法 线 重合 ， 证 明 它 们 重合 或 
都 是 平面 曲线 ， 

例 7 ”Mannheim 肌 线 . 设 一 条 曲线 C, 的 主 法 线 与 另 一 条 曲 
线 C, 的 副 法 线 重合 ， 则 Ci 叫做 Mannheiim 曲 线 。 证 明 

R 一 入 (外 十 ) 〔〈 入 为 一 个 常数 ) 。 
例 8 设 曲线 C 的 方程 为 x=x(s )， 证 明 
(x7， Xew， xeo= 本 到) ， 

由 此 可 见 ， 曲 线 C 为 一 般 絮 旋 线 的 一 个 充 要 条 件 是 xx， 
X5C7) 一 0 。 


例 9 常 搁 率 曲线 设 1(1) 有 (fi) ICi) 为 参数 ! 的 任 
沪 三 个 函数 ， C 为 一 个 常数 ， 证 明 方 程 


四 Ri 一 Xi ff 太一 访 
于 末 7 一 C 二 和 天下 


大 一 万 R 
= 一 C | 元 生计 (2.11) 


确定 一 条 常 找 率 曲线 。 

8， 曲 率 与 摸 率 ” 若 从 原点 O 作 单 位 向 量 平行 于 一 条 空间 
曲线 C 的 单位 向 量 t ， 则 称 这 种 单位 向 量 的 端 点 在 一 个 单 位 球 
面 上 所 描绘 的 曲线 为 曲线 C 的 球面 表 示 , 又 称 为 切线 杀 , 记 作 
设 [ 的 弧 长 为 c， 为 向 量 x 的 切线 象 ， 我 们 有 


ao: 一 ob: 一 dt2， 
由 此 ， 因 为 - 生 - 一 x 一 An， 记 以 (- 生 -) -( 全 各-) 一 如 推出 
=- 杀 . (2.12) 


假设 xi 一 x(s 十 As)(As>>0) 是 x(s) 的 邻 点 ， 并 设 几 一 
PCa 十 Ac) 是 它 的 球面 象 。 


ZI 


图 2.12 


现在 考虑 通过 Hu 和 上 的 端 点 在 球 面 上 的 最 小 大 圆 弧 ， 记 作 
IPA， 以 Ab 表示 它 的 弧 长 ， 这 同时 又 是 C 在 x 和 x: 的 切线 的 交角 ， 


Ag 


二 AC 二 hl 
= 一 1im 
=- fm 人 人 Lim [RE | As AAA AS 
一 1jim 四 -Ag 1 _A8 (2.13) 


位 @ 
Asr0 4A0 As As>0 As 


因此 ， 曲 率 是 邻 角 对 张 长 之 比 的 极限 (所 谓 邻 角 是 指 在 二 邻 


点 xi，x 的 二 切线 的 夹 角 ) 
令 尺 = 一-， 思 做 曲线 C 的 曲率 半径 ， 这 是 曲线 C 在 x 的 密 


切 图 或 曲率 贺 的 半径 。 事 实 上 ， 通 过 x 的 圆 可 以 考 虐 作 以 此 贺 为 
大 圆 的 球面 与 通过 x 和 球 心 0 的 平面 的 交 线 ， 我 们 有 方程 


Ox: 一 书 
Ox':A 一 0， 
式 中 * 表示 加 的 半径 ，A 为 某 一 向 量 。 从 此 求 导 两 次 ， 推 出 
Ox'. 了 一 0， 1 十 En'Ox 一 0， 
t'A=0， n'A=0。 


从 后 两 式 君 到 ， 向 量 A 与 向 量 b 共 线 ， 即 0 点 必 在 密切 平面 上 , 则 


方程 Ox. 上 一 0 表明 O 在 主 法 线 上 ;关系 式 1 二 pn'Ox= 0 表示 
xO=Rn。 因 而 我 们 有 ” 一 尺 。 因 此 ， 曲 率 阅 的 半 径 等 于 尺 ， 而 
它 的 中 心 叫做 空间 曲线 C 的 曲率 中 心 ， 落 在 主 法 线 上 。 

现在 要 给 出 挑 率 Y(s ) 的 几何 意义 。 以 A9 表 示 曲 线 C 在 x 和 
xi 的 密切 平面 之 间 的 交角 ， 则 可 证 明 ， 


im | 种 | 一 |T|。. (2.14) 
事实 上 ， 若 C 在 x(s) 的 曲率 Rs) 尖 0， 则 由 于 连续 性 ， 在 
x(s 十 As) 一 xi 的 Rs 十 As) 天 0。 在 有 尖 0 的 每 点 , 向 量 x"(s ) 
和 x2(s ) 都 不 等 于 零 ， 而 且 不 平行 ， 所 以 在 x 的 每 一 邻 点 xi 都 有 
确定 的 密切 平面 。 

设 b(s ) 和 b(s 十 As) 分 别 为 曲线 C 在 x(s) 和 x(s 十 As) 的 
单位 副 法 线 向 量 ， 这 两 向 量 的 夹 角 为 Ag， 这 时 


Id- 


lb(s +As) 一 bCs )| 一 2sin (2.15) 


因此 ， 


2sin 作 于 

lb(s +A) 一 hCs 咱 2” 2 

Asl As 
sinA9l IAq| 
2 .IAA _ 
人 | ， [As| 1 1(x x)， 
2 
即 
ri-| -人 |- (2.16) 


因为 bp= 1， 所 以 bb' = 0 ， 这 表示 b' Lb。 此 外 ， 由 于 
b 一 (txn 一 txn+tXnm 一 tx 
(因为 Nn， 所 以 访 xn 一 0)， 
于 是 bt=0， 这 表明 bt 因此 bn， 所 以 (2.16) 可 
写 为 


| T 1 一 |b7 n|。 
再 以 n=-- xb 一半 关 一 代入 ， 就 得 到 〈2.7): 
1rl= 葡 略 交 半 汉 。 
证 毕 。 
最 后 ， 让 赎 者 证 明 ， 如 果 曲 线 C 以 任意 参数 4; 给 定时 ， 则 
-- (2.17) 
或 即 
(Ca 一 2 十 (X 一 关 ) 十 (2 一 X 
“一 人 2 
5) 
= 亡 X 到 =， (2.19) 
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或 即 
色 1 X2 Xs 
XI 
XI X， 2 上 
人 
4， 标 准 展开 式 。 曲 线 在 每 个 正常 点 邻近 的 结构 在 点 xo 的 
邻近 ， 可 以 假设 在 xe 的 曲线 坐标 为 = 0 。 我 们 假定 曲线 C 有 
足够 阶 的 连续 导数 ， 因 而 有 


(2.20) 


x(s) 一 xi 十 SX 十 -二 一-X0 十 一 一 xo 十 …， 


2 6 
式 中 指标 0 表示 导数 在 x 的 值 。 但 是 在 x 有 xo= 0， x0 一 toy 
Xxo 一 Rono， x6 一 Bono 一 Ato 十 PoToby 代入 上 面 的 展开 式 ， 有 

X(S )-(* -全 + -) t 十 (等 十 人 + 


+( 一 十 … 放 。 


从 此 ， 若 取 xo 的 活动 标 架 作为 在 % (xs xs %) 的 佣 标 系 , 就 
得 到 曲线 的 标准 展开 式 ， 


一 一 2 S2 十 3 十 . (2.21) 
x,= es = 
式 中 没有 号 出 的 项 关于 * 至 少 是 四 次 的 。 


现在 利用 这 个 展开 式 来 考察 曲线 在 点 ze 邻近 在 伴随 三 面 形 
的 三 个 平面 上 的 射影 曲线 。 在 密切 平面 上 的 射影 是 ， 


1 RS 


Xis 一 0， 和 一 3， 入 一 2 
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它 是 抛物 线 〈 图 2.13(a)) 


和 一 0 ，2% 一 


ARox?。 


它 在 x 切 于 轴 xoxi 并 凹 向 向 量 n 的 一 侧 。 
在 法 平面 上 的 射影 是 


1 1 
XI 一 0， 2 一 2 RsS2 和 一 一 Tory 


它 是 一 条 半 立 方 抛物 线 〈 图 2.15(8 ))。 
2 T? 
9 


这 条 沿线 以 x 为 第 一 类 尖 皮 ， 并 且 有 半 切 线 xox 《〈 即 主 法 线 )， 
与 n 同 向 〈 图 2.13(b ))。 
最 后 ， 在 从 切面 上 的 射影 是 


和 一 0，XI 一 3 ，Xs 一 


Xi 一 0， X3 一 


8 poros2， 


图 2.13 


有 


它 是 一 条 以 和 为 变 曲 点 的 三 次 抛物 组 (图 2.13(e ), (d ))。 这 条 
曲线 与 找 率 的 符号 有 关 。 当 ro> 0 时， 曲线 由 下 向 上 穿 过 密切 平 
面 ， 当 re> 0 时 ， 曲 线 由 上 疝 下 穿 过 密切 平面 ， 从 而 也 给 出 挠 率 


5 曲率 球面 。 密 切 球面 ”通过 曲线 x(s ) 上 点 x(s) 和 它 
的 三 邻 点 所 决定 的 一 个 球面 ， 它 与 曲线 x(s ) 在 点 x(s) 组 成 
阶 之 3 的 接触 ， 称 这 个 球面 为 曲线 x(s ) 在 点 x(se) 的 曲率 球 
。 而 又 名 为 密切 球面 。 若 C 是 球面 的 中 心 ，r 为 球面 的 半径 ， 则 这 
个 球面 的 方程 为 


(E 一 GO: 一 P= 0， 


使 得 这 个 球面 与 曲线 x( s ) 在 s =so 处 组 成 阶 > 3 的 接 触 ， 则 
函数 
fsS)= 一 (xs) 一 C) 


在 s =S 必须 等 于 壮 ， 并 且 在 点 % 必须 至 少 有 三 阶 导数 等 于 零 ， 
应 用 Frenet 方程 ， 我 们 得 到 


Ps)= 2 一 GO)b 
J(3) 一 2R(x 一 C)n 二 2， 
fj"(s)= 2( 有 一 C)( 一 At 十 久 n 二 Rb)。 
组 成 二 阶 接触 的 条 件 是 了 (su) =r2，j (so)=Jv(so)= 0。 如 果 令 
YX 一 C 一 ct 十 pn 十 Yb， 
从 这 些 条 件 ， 有 口 一 (x 一 Dit= 0，B 一 (x 一 C)n 一 一 一-。 因 此 
如 果 有 之 0， 则 有 


CC 一 x(so) 二 -mn 一 Yb， (2.22) 


式 中 了 是 任意 的 。 因 此 , 在 点 x(so) 十 一 mn 重 直 于 密切 平面 的 直 
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线 是 与 曲线 在 点 x(%) 至 少 组 成 二 阶 接触 的 所 有 球面 中 心 的 雪 
迹 。 这 条 直线 叫做 曲线 在 点 x(s,) 的 极 轴 。 又 名 曲率 轴 。 上 述 一 


切 球面 都 包含 在 密切 平面 上 以 x(sy) 十 一 一 9 为 中 心 ，- 下 -为 半 


径 的 图 , 并 且 与 曲线 至 少 组 成 二 阶 接触 。 这 个 圆 就 是 曲线 在 xso) 
的 曲率 图 ， 它 的 中 心 是 曲线 在 x(so)》 的 曲率 中 心 ， 

其 次 ， 如 果 至 少 组 成 三 阶 接触 ， 就 需要 把 条 件 疡 (so) = 0 加 
到 前 面 的 条 件 ， 由 此 与 2.22) 推出 


CCGo)=x(Gso)+ 一 一 n -总 bb. (2.23) 
对 由 线 的 任意 一 点 x ( s )， 我 们 有 
CCs) 一 K(s) 二 -二 -mn(s) 一 其 HS)。 (2.28)/ 
从 此 不 难 求 出 昌 率 球面 的 半径 
PC 8S ) 一 让 2 十 刀 7 2 
例 1 求 一 条 空间 曲线 在 球面 上 的 条 件 ， 
若 一 条 曲线 在 球面 上 ， 则 球面 必 为 这 种 曲线 的 密切 球面 ， 所 


以 球面 中 心 为 国定 点 ， 从 而 C"(s ) 一 0。 然后 利用 〈2.23) “经 
过 简单 的 计算 得 到 所 求 的 条 件 为 


F-( 放 ) ， 
反之 也 成 立 。 


例 2 在 空间 曲线 x(s ) 的 切线 上 取 一 点 yY， 则 可 写成 
y= 一 xs)T+Ttt (2.247) 
若 ! 是 * 的 本 数 ， 则 y 的 轨迹 y(s ) 是 另 一 空间 曲线 。 当 y(s ) 
的 切线 与 通过 其 切 点 的 x(s ) 的 切线 常 垂直 时 ， 则 称 yY(Cs ) 为 
x(s ) 的 渐 开 线 ， 而 称 x(s ) 为 y(s ) 的 渐 届 线 。 
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由 于 -9 业 为 渐 开 线 的 切 向量 ， 所 以 


即 t( train+t - 估 )- 0， 
积分 后 得 到 
4 一 C 一 8 (C， 积分 常数 )， 
从 此 得 到 渐 伸 线 的 方程 , 
y= 一 x+ 二 (C 一 8)t， (2.25) 


对 C 的 每 个 值 有 一 条 对 应 的 渐 伟 线 。 我 们 取 C = C，C:， 则 所 确 
定 的 两 条 源 仲 线 所 对 应 的 


轨 一 CI 一 5， 如 一 CC 一 S， 


由 于 妨 一 思 一 C: 一 Ci， 这 表明 滑 曲 线 x (s) 的 切 级 上 在 两 条 渐 
开销 之 间 的 距离 保持 不 变 . 


6， 丸 维 空间 天 ” 中 的 曲线 ”成 ”中 的 曲线 论 类 似 于 天 " 中 的 
腥 线 论 。 一 个 欧 氏 运动 


xY 一 xd 十 b，4EO。 


依赖 于 由 十 王 ( 一 荆 ? 个 参数 ， 可 微 性 的 阶 是 > 袜 二 上 + 1。 不 
变 参数 是 弧 长 。 一 人 lx( + Id8 x《s 》 是 一 个 单位 向 是 ， 
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固定 笛 氏 坐标 系 是 借 所 个 标准 正 交 向 量 ej (一 1 了 ) 
给 定 的 ， 对 曲线 上 的 动 点 附着 标准 正 交 向 量 at(s) 一 x(s 旋 
as Cs) yaw(s ) 的 一 个 标 架 ， 设 标 架 矩阵 为 4(* )， 则 


(at(s ) woan(s 信 一 .40s)feo en 


是 正 交 的 ! C (4) = 一 (PC3 )) 是 反 称 的 。 著 Ps ) 一 0，7 = 
1，… 1 , 则 x(s) 一 as 二 b 是 一 直线 。 这 时 ，4(s ) 可 以 取 作 党 


数 。 若 有 一 个 Puze0, 比方 说 Paz0, 可 以 取 as=- 全 全 则 


0 PP 0 … 0 
一 忆 。 0 PP 
Cd4)=| 0 一 P， | ， (2.26) 
和 本 ; Pb 
0 一己。 


若 对 一 切 s$，Po(3s)= 一 0，7j/>2， 则 曲线 的 切线 保持 在 
ai(s)，ai(s) 的 平面 上 E， 于 是 x(s ) 是 一 平面 曲线 。 如 果 某 一 
也 关 0，7>>2， 我 们 取 as 沿 着 方向 as(s)TPos)ai(s) 
的 单位 向 量 。 关 于 这 个 新 的 系 ， 


0 卫 : 0 0 0 
一 书 ， 0 卫 :。 0 本 0 
0 一 卫 ,。 0 
CC4) 一 
4 ) 0 0 多 ”7 


按照 这 个 方法 进行 ， 或 者 得 到 一 个 证 明 使 xX(s ) 完全 落 在 某 五 
(8 << 人 n) 中 ， 或 者 求 出 一 个 活动 标 架 人 ai， 9 ar， 使 它 的 Cartan 
和 插 阵 取 如 下 的 形式 ， 


0 有 As) 0 0 0 


一 RS) 0 Ap(s) 0 0 
0 一 Rs(S) 0 RS) 0 
0 0 
.0 0 
0 、 0 
0 0 
。 。 (2.27) 
一 &o(s) 0 AS) 
0 一 pi(s) 0 


局 (s ) 叫做 x(s ) 的 第 了 曲率。 由 作 图 ， 曲 率 都 是 不 变量 ， 并 且 
除了 一 个 欧 氏 运动 外 ， 刻 划 x(s )， 由 行 岗 量 x (s)， 0 
xt”(s ) 构成 的 行列 式 容易 看 出 是 


xxe| 一 本 -03 本 


这 表示 ，po-: 是 一 个 严 阶 不 变量 ， 可 微 性 的 阶 是 C”. 


8 2.3， 曲 面 的 欧 氏 微分 几何 


”本 节 考 虑 欧 氏 空间 五 * 中 曲面 的 局 部 几何 。 这 个 理论 依赖 于 
两 个 二 阶 不 变 式 。 虽 然 ， 首 先 假定 曲面 是 Cs 的 ， 因 为 在 讨论 中 
通过 曲面 上 所 画 出 的 曲线 来 研究 曲面 ， 并 且 在 空间 曲线 的 欧 氏 几 
何 中 可 微 性 的 自然 假设 是 Cs 的 。 

1， 曲 面 的 参数 表示 “在 微分 几何 中 ， 采 用 以 参数 给 定 曲面 
前 表示 法 来 研究 曲面 ， 它 是 平面 上 的 直角 坐标 的 自然 推广 设 
xx%a 好 表示 空间 中 点 的 直角 坐标 ， 用 在 刀 ， 纪 平面 的 区 域 也 
里 所 定义 的 三 个 函数 x (wa， 呈 ) 来 表达 曲面 ， 
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Xi 一 0 0)， (2 的) 生姜， (3.IL) 
并 假定 % (2，s) 是 C? 函数 。 这 里 还 假定 扼 阵 


Xi 21 2X21 
| 】 (3.2) 


2X12  X22 32 


在 刀 42 平面 上 某 一 点 Qu(u，2?) 的 秩 等 于 2 。 用 满足 这 些 条 件 

的 Cs 函数 所 定义 的 曲面 〈3.1) 称 为 C* 曲 面 ; 这 样 的 曲面 的 解 
析 表 示 法 ， 称 为 Gauss 的 参数 表示 。 

由 方程 (3.1) 关于 曲面 上 点 P(x，2?，z ) 的 向 径 ， 有 向 量 

方程 

『 一 FTCuty 52)， (3.3) 

或 即 


一 elX1(zl 0] 十 esX2(021 2) 十 BsX8C21 2) 。 (3.3)7/ 


这 时 〈3.2) 的 矩阵 好 的 秩 等 于 2 的 条 件 可 政 写 为 
rsLXxr20。 (3.4 


如 果 没有 相反 的 声明 ， 今 后 只 限于 讨论 满足 条 件 (3.4) 
的 点 。 
2， 曲 面 的 切面 与 法 线 。 活 动 标 架 。 基 本 形式 与 曲率 固定 
其 中 一 个 胡 标 〈 例 如 旦 一 届 ) 的 值 ， 而 让 另 一 个 坐 标 〈 例 如 o) 
变动 ， 则 点 r=r(u， 雪 ) 的 轨迹 是 曲面 上 的 一 条 曲线 ， 称 这 种 
曲线 为 中 阳线 。 同 样 地 ， 叶 曲 级 是 具有 常数 坐标 呈 一 由 的 曲线 ; 
导 曲 线 (或 参数 曲线 中 一 常数 ) 与 中 曲线 (或 参数 曲线 刀 一 党 
数 ) 在 曲面 上 构成 胡 标 网 。 例 如 平面 上 笛 氏 从 标 网 好 一 常数 与 
2 一 常数 是 由 两 东平 行 直线 构成 的 ， 又 如 极 坐标 网 p = 常数 与 
6 一 常数 是 由 一 个 直线 束 与 以 直线 束 的 中 心 为 图 心 的 一 族 同心 图 
构成 的 。 再 如 球面 上 的 子午 线 9 一 常数 与 平行 贺 4 一 常数 也 构成 
一 个 焦 标 网 。 这 三 个 例子 的 参数 方程 分 别 可 写 为 下 列 形式 ， 
1 平面 的 参数 方程 ，r 一 沁 ei 十 xe (关于 直角 坐标 )。 
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2” 平面 的 人 参数 方程 r= pcos be 十 Psn be:《〈 关 于 极 
坐标 )。 

3” 球面 的 参数 方程 ， 

一 Go0s 中 cog 0e: 十 0 sin 中 cos ge: 十 4 sin bes 

式 中 6 为 球面 的 半径 〈 关 于 球面 坐标 )。 

如 所 知 ， 曲 而 的 切面 的 方程 是 

〈《P 一 Drab ru2) 一 0， (3.57 

式 中 P (x5 x2 %) 表示 切面 上 任意 点 内 的 向 径 。 


选取 曲面 法 线 的 方向 使 与 ni， re 做 成 右手 系 ， 并 设 这 个 方 
向 的 单位 向 量 是 N， 就 有 
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N 一 TiXr 丰 (3.6) 
称 N 为 曲面 的 法 向 最。 因而 切面 的 方程 (3.5) 也 可 写 为 
NCp -D= 0。 (3.5)/ 


图 2.14 


沿 面 法 线 的 方程 可 写 为 | 
p 一 r 十 入 (riXre)， (3.7) 


式 中 p (xu xz xs) 是 法 线 上 任意 一 点 ， 和 是 决定 点 p 在 法 线 上 
位 置 的 参数 。 
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现在 令 


瑟 王 F 瑟 一 ralr2 G 一 r2 (3.8) 
则 可 改写 为 
YX Po 
=7FEE 京 ， 43.9) 
当然 
FG-Fa=(raxrnogs>0， (3.10) 


曲面 曲线 "=rGa 人 (1 )，2(1)) 的 红 长 决定 于 
1 位 wd 作 Y GTSEPTGGTd 
因此 ， 曲 线 的 弧 长 是 


一 .YEGDITSFTGCd (3.11) 

从 此 得 到 ， 

ds 一 d(a0): 二 2Fdada+G(da02 (3.12) 
称 ds 为 曲 面 的 线 素 。 以 后 用 了 来 表示 : 

了 一 巨 (du02+2Fdudu+G(da05 (3.13) 
又 称 7 为 曲面 的 第 一 基本 形式 , 它 在 曲面 论 中 具有 极 重要 的 地 位 ; 
三 ， 下 ，G 称 为 第 一 基本 量 ， 由 于 〈3.12) 可 知 了 7 为 一 正定 二 
次 型 。 


为 了 以 后 的 需要 ， 对 于 微分 向 量 的 外 乘 ， 引 入 如 下 的 特殊 记 

号 。 例 如 ， 若 有 微分 向 量 qrx 一 ofe， 式 中 吸 为 1- 形式 ， 则 号 
drixdr 一 cioieXxep ， 四 

cr“X?dr 一 0 人 oaerXep 

同样 地 对 于 行列 式 “dr 9 dr 一 “lo 和 ev ”9 ea 式 中 
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和 一人 人 吕 和。 
这 样 ， 由 下 式 所 定义 2- 形 式 " 叫做 曲面 的 面积 元 素 : 
af" x?dr 一 2aNV，N'N=1， (3.14) 


因为 drx?ar 一 (prada 十 mada2“ xrld 十 rosd2) 
一 2rXrn2dg 人 da2 


利用 (3.9) 和 (3.10)， 便 得 


drxzdr=2(V 巨 G 二 六 du Ada) N， 
与 (3.14) 比较 ， 得 到 


a 一 K 互 G 一 殊 dul 人 du2， (3.14)/ 


人 = 给 出 则 而 面积 的 信 。 


现在 我 们 在 里 面 r=r(us， 妈 ) 上 了 到 一 条 通过 尸 点 而 借助 于 方 
程 几 一 呈 (3 )， 才 一 姑 (s ) 给 定 的 一 条 空间 曲线 x。 我 们 可 以 限 
制 点 m( 二 ， 码 ) 的 一 个 邻 域 ， 使 对 应 的 曲面 块 是 一 个 徽 分流 形 。 
沿 空间 曲 绷 x 我 们 有 Frenet 标 架 {t，n，b}， 它 的 Cartan 气 阵 
是 〈2.9): 


标 扣 的 向 量 除 t 属于 切面 了。 外 , 其 他 两 个 向 量 与 曲面 没有 联系 。 

这 对 曲面 性 质 的 研究 是 不 方便 的 。 把 b 绕 t 旋转 一 个 角度 上 = 
(b,N) 变 到 N, 并 把 n 变 到 垂直 于 曲线 的 一 个 向 量 T(n.t 一 T't 一 
0 )， 因 而 在 切面 上 (nb=T:N= 0 )。T 是 在 切面 上 曲线 x(s ) 


四 


上 述 的 旋转 用 下 面 的 记号 〈 图 2.14) 来 表达 ， 
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COS C 


t 1 0 0 t 
[jj-( COSQ me || | 
N ， 0 一 Sinw 
现在 我 们 利用 方程 (4.6.7)，C (48 下 =C(4)T+LC()4 
来 寻求 Cartan 息 阵 的 一 个 变更 ， 令 


1 0 0 t 
“| cosa Sina 2 -sww， 
0 一 SinQa cosa /， 


b 
则 
CDB)=4 .44CA4d 
0 0 0 1 0 0 
， da aa 
! 是 了 ds 0 cosaw 一 SinQ 
0 0 一 Sin wa 一 一 - 
as Sm 0 Sina Co8 Q 
工 0 0 0 天 0 1 0 0 
+ cos Q sej-， 0 遇 coS8Q -ae 
0 一 Sina cosQ 0 一 1 0 '0 sna C08Q 
0 0 0 0 Rcosa 一 Rsna 
QQa 
-|0 古 |+ -Acose 0 T 
CQ 
0 全 0 Rsina 一 0 
0 R coSQ 一 Psinaw 
da 
一 尺 coSsQ 0 下 
aa 
RSsin w 三 一 0 


as II05 。 


另 一 方面 ， 
-fd + 
CC4B)=[- 和 也 TIN) TIN)D， 


由 此 两 式 便 得 对 应 的 Frenet 方程 ， 

t 0 Recos aqdqs 一 Rsinads {t 
iT -| -mo 0 er ]| 
N RSsin aas 一 Tds 一 da 0 RN 

0 Reds Rods t 
一 一 Reds 0 Trds | T (3.15) 
一 Ads 一 TGS 0 有 N 


式 中 心 = Recorw 叫 做 曲面 曲线 的 测 地 率 ,As 一 一 Psina 叫做 
法 曲率 ，T 一 站 十 % 叫做 相对 挠 率 (或 测 地 挠 率 ， 通常 记 作 Ye)。 
设 el 和 es 是 在 曲面 的 点 " 的 切面 内 而 且 为 通过 x 的 互相 答 直 的 
两 个 单位 向 量 ， 和 es= 六 所 形成 的 标 架 {eu eyes} 可 以 把 标 架 
ttT,N 绕 N 旋转 一 个 角 86 =0(3 ) 而 得 到 ， 


el cog0 Snb 0 t 
人 -as cosb , 晤 | (3.16) 
85 0 0 1 人 N ， 


当 它 绕 es 旋转 时 ， 仍 保持 同一 性 质 ， 所 以 它 依赖 于 旋转 角 8 和 
参数 4， 信 等 三 个 参数 ， 我 们 称 在 曲面 上 各 点 这 样 地 由 ee* 张 
成 切面 的 活动 标 架 为 一 阶 标 架 。 若 点 在 曲面 曲线 X( s ) 上 移动 ， 
则 8=6(s)， 而 且 沿 空间 曲线 x 的 新 标 架 {el es es} 的 Frenet 
方程 可 号 为 如 下 的 形式 ， 


d (ef 一 (of){e)》 《oo 一 一 0 久 。 《3.17) 


现在 要 寻求 系数 of 的 表达 式 ， 由 于 反 称 性 ， 只 要 求 出 oi， 
oi，o 就 够 了 ， 把 (3.16) 微分 并 应 用 (3.15) 和 《3.16)， 
便 有 


*，I06 。 


el cosg sing 10 0 Roads 
过 加 [am cos 0 | [ee 0 
es 0 0 虐 一 Ra 一 Tds 


cog0 一 Sing 0、/ei 一 Sin 0d8 cos 6d6 0 
。 区 cos 8 人 e+ 人 -em 一 sin bdb 0 


0 0 工 -es 0 0 
cos0 一 Sn 0 e1 
。 区 cos0 人 _ 
0 0 工 es 
0 Reds 十 d0 
一 一 (Reds 十 ad) 0 
一 (Rs cos 0 十 Tsing)as 一 (一 psinl 十 cos8 


《Rscos0 十 Tsin 8 )dqs ei 

(一 sin 6 十 Tcos 0 )ds E 】 
0 

册 此 立刻 可 以 看 出 


8 ′ ee 


GO 一 eds 二 dl0， 

os 一 (Recos 6 二 Tsin 0 )ds， 

o3 一 (一 Psin 0 十 Teos 8 )qds。 
曲线 x(s ) 的 切线 决定 于 

tds 一 dr 一 oO'el 十 07e 
式 中 已 令 

oo 一 ceos bds，o2 一 一 Sin 0ds。 

由 定义 ， 

ds 一 (o0D)2 二 (Co 


Rods 
ou] 
0 


)ds8 


(3.18) 


定理 2.11 对 槛 面 上 任 一 具 es 一 N 的 可 微 标 架 有 线性 微分 形 
式 o:，o0: 存在 ， 它们 把 第 一 基本 形式 对 角 化 ， 


避让 
as 一 (dx qu2) 一 《ol 02) 
五 G oa NO 1 八 ol/， 


并 且 微 分 形式 中 的 向 量 值 是 
dr 一 ole 十 ofe:， 
五 个 线性 微分 形式 
ob oo oil ob o 
不 是 开 相 独立 的 。 它 们 必须 满足 用 个 Poincare 关 系 式 。 
d(dn)=0，d(de)= 0。 例 如 从 (3.19)，(3.17)， 
d (dr) 一 dole 一 OL 人 de 二 dao:e: 一 02 人 de 
一 (do 一 ooji)ei 二 (do 一 oO 人 aoi)es 
一 (o@ 人 oi 十 oo 人 ai)es 
一 0 ， - 
从 此 ， 因 为 of 一 一 o#， 我 们 有 
| do 一 一 2 人 oj 
do: 一 oOI 人 ai， (3.21) 
0 = 人 oo 十 o 人 No 
再 从 Poincar6 关系 式 d (dej) = 0 。 利 用 (3.17)， 
ddeD)=dofer 一 噬 人 de 一 (do 一 星人 入 ofier= 0， 

即 

doi=oi 人 oo 一 一 oz 人 oj 

do3= oz 人 oj (3.22) 

do 一 中信 oj 一 一 2 人 oj 
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前 两 式 称 为 曲 面 论 的 Gauss-Codazzi (高 斯 - 柯达 奇 ) 方程 。 
(3.21)5 和 (3.22)s 合并 起 来 称 为 结构 方程 (3。 17)， (3. 19) 
与 结 构 方程 组 成 四 而 论 提 基 本 方程 4 (doD)= 0 和 d(doi)=0 
是 它们 的 推论 。 

从 〈3.21) 和 Cartan 引 理 〈 定 理 1.5) 可 写 出 


1 7 
(ol o3) 一 (oO oo (3.23) 
现在 要 寻求 可 徽标 架 使 矩阵 〈1) 变 成 对 角 型 。 为 此 ， 我 们 
下 面 要 证 明 对 称 二 次 微分 形式 


一 一 dN.dr= 一 desdr 一 Oiol 二 ago 


1 1 or 
一 〈@l oO3) 儿 | (3.24) 
1 fa 八 ,@O? 、 


是 可 以 化 为 对 角 型 的 ， 工 称 为 曲面 ! 的 第 二 基本 形式 。 泪 个 二 


型 在 曲面 论 里 也 是 很 重要 的 ， 但 不 一 定 是 正定 二 次 型 ，/ 119 0 
1 称 为 第 二 基本 量 。 


在 这 里 先 来 指出 如一 开 -。 
事实 上 ， 者 考察 一 条 曲面 血 线 Cir (s)， 则 由 m= 色 和 
esdr= 0 并 考察 图 2.12， 容 易 看 出 ， 


TI_ desdqr _ _ esdr _ AT ) 
1 二 2S5 de 一 esh 一 R cogs 2 C 
一 一 Rsina 一 


在 曲面 论 中 所 遇 到 的 最 初 不 变量 不 是 函数 ， 而 是 两 个 二 次 基 
本 形式 ， 在 实 曲线 论 中 所 给 的 不 变量 也 是 两 个 二 次 微分 形式 ， 即 
ds:，A2ds:， 

曲面 论 的 主要 间 题 是 寻求 不 变 参数 和 不 变 标 架 ， 它 们 都 可 以 
从 方程 (3.17)，(38.20)/，(3.22) 同时 求 得 。 
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现在 要 寻求 可 徽标 架 使 矩阵 〈1.) 变 为 对 角 型 ， 也 就 是 要 证 
了 明 工 是 可 以 化 为 对 角 型 的 ,为 此 ， 写 出 


eli/ cosg Sn 中 0 el 
[as cog 中 ,| 加 
es/ 0 0 1 es / 。 
从 方程 〈3.23) 得 到 新 形式 -o”， 


7 放 
dr 一 Ole 十 O:e: 一 @! 61/ 十 O” el 


这 样 。 
. cogs 外 一 Sin ppN 
(ov , o ) = (ol， | (3 .25) 
Sin 中 CO 中/。 
此 外 ， 由 (3.18) 和 (3.20)， 我 们 有 
0 一 AOL 一 TD2，03 一 TI 十 RD2， (3 .26) 


又 有 (3.26) 的 类 似 表 达 式 


oj 一 LO7 一 To2 ， 
把 (3.25) 代入 ， 则 有 


， . 
@oiy 一 Rs(oloos 申 七 O2in 站) 一 六 (一 olsin 向 十 oseosp) 
一 (R,o1! 一 TO2)cog 四 十 (TO 十 RaO2)sin 中 
一 Oacos 中 十 ojsin 中 ， 


再 把 (3.23) 代入 ， 并 利用 (3.25)， 化 简 后 ， 就 有 


攻 
ai 一 [1 cos2e 十 1 sin2 十 21cossing 中 ]oV 


十 [(12 一 1 站)cosmsine 十 fs(cos29 一 sin2 )]@o2， 
《3.27)， 


”1t0 


疝 样 


天 
03 一 一 Oisimn 中 十 oOgcos 中 
一 [(j 一 iD)eossin 中 十 hs 人 (cos 一 sinz)]o 
十 [lsinz 十 fcos2 中 一 21 :cos 中 sin 中 ]o2 ， 〈3.27)， 
第 二 基本 形式 是 对 角 型 的 ， 如 果 


21， 
1 一 


tan2 中 一 


29 除 天 的 倍数 外 是 确定 的 ， 除非 /= 0， 1 一/:。 在 一 般 情 形 
下 ， 中 除了 -2 的 售 数 外 是 确定 的 ， 这 表 明 ， 标 架 {ei} 除 了 e， 
->e:，e:-> 一 e; 或 者 e> 一 e (1 = 1,， 2 ) 外 是 确定 的 。 


定义 在 7. 上 一 直线 使 第 二 基本 形式 变 为 对 角 型 ， 则 称 这 
一 直线 为 曲面 在 一 点 x 的 一 个 主 方向 。 若 一 曲线 的 一 切切 线 都 是 


主 方向 ， 则 称 它 为 一 则 率 线 ， 一 曲率 线 的 法 曲率 称 为 曲面 的 主 曲 


率 。 若 在 一 点 的 两 主 曲率 相同 ， 称 该 点 为 脐 点 。 

设 在 一 曲面 上 有 一 曲线 C,， 并 设 曲面 已 给 了 定 向 ， 即 选 定 
了 法 向 量 eq。 又 设 遇 线 C, 有 一 定向 ， 即 选 定 了 曲线 的 切 向 量 e 
这 样 标 架 就 确定 了 e:=esxei。 对 于 曲线 C: 有 os= 0 ( 因 具 = 
ole 十 ose:)。 同 样 , 若 选 定 另 一 曲线 C, 的 切 向 量 e, 则 ol= 0 . 


定理 2.12 ” 若 ” 不 是 脐 点 ， 则 在 Tre 上 恰 有 两 个 互相 垂直 的 


主 方向 。 在 一 脐 点 处 的 切面 上 每 个 方向 都 是 主 方向 。 

定理 中 最 后 结论 尚 待 证 明 ， 但 首先 对 我 们 已 经 求 得 的 不 变 标 
架 导 入 一 些 特 殊 记 号 。 {ai 表示 一 个 标准 正 交 标 架 使 at，a: 是 沿 
主 方向 上 的 单位 向 量 。 as 一 N 是 正 交 于 曲面 。 这 样 的 标 架 叫做 


Darboux 标 架 . 有 时 称 为 Frenet 标 架 ; 因为 同 曲线 论 的 Frenet 


标 架 相仿 ， 这 是 同 曲面 最 密切 关联 着 的 标 架 。 这 时 由 于 沿 主 方向 
ai 和 a: 分 别 有 o:= 0 和 o:!= 0， 附 属 这 个 标 架 的 Pfaff 形式 分 
别 记 作 T 和 上 ， 则 由 (3.26) 可 知 主 曲率 记 ， 包 决定 于 


* 11tL 。 


于 一 Ar ， 一 1，2 ， 不 是 求 和 。 
Darboux 标 架 的 Frenet 方程 是 


dr 一 Tai 十 T2asy 


al 0 TXT RiTI al . 

4 加 - | -aa ee] 民 ) Ga 
. as 一 Ri 一 Ar 0 as3 

”这 些 公式 在 脐 点 处 也 成 立 ， 因 为 由 方程 (3.27)， 总 有 可 能 找 到 
一 个 标 架 使 := 0。 若 户 = 久 ， 公 式 (3.27) 表明 对 脐 点 处 的 
一 切 标 提 的 Gartan 和 抑 阵 是 相同 的 。 这 样 定理 证 毕 。 如 果 一 个 曲 
面 有 一 肛 点 ， 在 整个 局 部 曲面 上 ， 就 不 能 以 唯一 的 和 可 微 的 方法 
来 定义 Darboux 标 架 。 

我 们 选取 这 样 的 标 架 向 量 ， 使 a; 切 于 一 条 已 知 曲 率 线 
x(s )， 这 时 ，Darboux 标 架 变 成 曲率 线 的 标 架 ， 与 〈3.15) 比 
较 ， 下 面 的 定理 成 立 ; 

Rodrigues 定理 “一 条 曲面 曲线 是 曲率 线 的 一 个 充 要 条 件 是 
T= 一 0 或 dNT+Atds= 0 。 第 二 个 条 件 可 写成 较 一 般 的 形 式 ， 若 
对 曲面 上 某 曲 线 ， 


qdN 十 Ntds 一 0 9 


， 则 曲线 是 曲率 线 ， 入 是 一 主 曲 率 。 在 这 个 情形 下 , 芋 一 一 gN'dr 一 
)Xds: 一 入 [(o0 十 (o55 是 对 角 型 的 。 从 此 t 是 一 主 方向 的 
向 量 。 ， 
推论 ”曲率 线 的 微分 方程 是 行列 式 


IN，cdN，drl=0 (3.29) 
的 解 。 
由 〈3.28)，dN=das 是 与 N 线性 无 关 的 ， 除 非 Ri 一 R 一 0。 
在 后 面 的 情形 在 脐 点 处 才 出 现 。 这 时 〈3.29) 的 行列 式 恒 等 于 零 ， 
于 是 每 个 方向 是 主 方向 。 若 qdN 关 0 ， 行 列 式 只 当 qN+Xdr=0 
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时 才 等 于 0， 因 为 dr 和 N 总 是 线性 无 关 的 。 
任 一 标 架 {et} 可 以 从 Darboux 标 架 经 过 绕 N 旋转 一 个 角 
中 一 (ai，61) 而 得 到 。 把 导出 方程 (3.27) 的 论证 特别 可 以 应 用 . 
到 属于 {e+} 的 线性 形式 以 主 曲率 来 表达 ， 
3 一 (Ri cos 十 Sin 中)ol 
十 (外 一 忆 )cos 中 sin 中 025 


0 一 (AR 一 Ri)cos9sin 中 @l 

十 (Rsin2 中 十 Rs cos2p )02，， 
标 架 {ei} 是 dx= tds 的 一 曲线 x 的 标 架 ， 对 于 这 个 标 架 ， 吕 在 
qx 上 的 值 是 0 。 从 此 与 (3.26) ( 令 o:=- 0) 比较 ， 得 

AR 一 cos: 中 十 Rsin2 中 ， 

T 一 (一 Ri)cosgqsin 中 ， (3.30) 
其 中 第 一 个 公式 叫做 Euler 公式 ， 这 个 公式 给 出 法 曲率 这 个 命名 
的 解释 。A。 只 依赖 于 曲面 上 一 个 给 定点 x 与 在 这 点 的 给 定 方 向 


el 一 t， 因 和 而， 在 x 切 于 el 的 一 切 曲线 都 有 共同 的 &e。 例 如 ， 可 


以 计算 与 由 N 和 e 决定 的 法 平面 的 交 线 ， 由 于 这 条 “法 截 线 "， 
2-， 因 而 久 一 一 久 。 所 以 ， 除 符号 外 ， 法 曲率 是 法 截 线 的 


以 一 


曲率 


由 作 图 ， 主 曲率 是 不 变量 。 在 曲面 论 中 ， 比 这 些 量 起 更 重要 
作用 的 是 它们 的 平均 数 和 乘积 ， 即 不 变量 。 


开 一 RiR， 
= 一 (后 十)， (3.31) 
天 叫做 曲面 的 高 斯 曲率 或 疙 曲率 ， 万 叫做 曲面 的 平均 曲率 ， 天 是 


工 关于 曲率 线 参 数 的 失 阵 的 行列 式 ， 互 是 它 的 六 的 一 半 。 行 列 式 
和 六 是 一 个 2x 2 矩阵 关于 任 一 旋转 的 两 个 不 变量 ， 从 此 
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瓦 一 01 一 及 (3 .327， 
百 = 一 一 (1 十 4)。 (3 .32)， 


平均 曲率 这 个 名 称 是 根据 下 述 性 质 而 命名 的 。 

著 以 镶 表示 与 局 所 对 应 的 主 方向 组 成 中 角 的 切线 方向 的 法 
曲率 ， 则 由 Euler 公式 (3.30)，p&s 一 Aicogs2 外 十 妃 sin29， 推出 在 
旧 而 上 一 已 知 点 的 珀 有 法 办 训 的 平均 值 


1 f2x - 
元 dg 一 -二 | 0 (Reossp 十 Rsin2 中 )ae 


1 上 AR)= 瑟 。 
现在 我 们 要 证 明 一 个 重要 的 结果 , 叫做 基本 定理 。oi 只 与 第 


由 (3.21)，dol=o3s 人 os dos=eol 人 No?， 假 定 还 有 本 也 
满足 这 两 个 方程 ， 则 (可 一 oi) 人 oz= 0，( 可 -o) 人 ol= 0 ， 
这 表明 可 一 o3 既是 os 的 倍数 ， 又 是 ol 的 倍数 ， 可 是 ol，o: 是 
独立 的 ， 从 而 属 一 oz， 所 以 o3 由 ol，o: 唯一 确定 ， 即 由 dsz:= 
(o0: 二 (oz) 唯一 确定 。 

其 次 ， 要 证 明 
Gauss 定理 ”曲率 玉 只 与 第 一 基本 形式 有 关 。 


把 (3. 23) 人 入 (3.22)， 就 有 
oi= 一 (ao 二 1)o2) 人 (ao!: 十 fo5) 


一 一 (0 一 及)ol 人 o2， 
从 此 与 (3.32)i， 即 得 
doi 一 一 开 oL 人 oz:， (3.33) 
但 o3，ol，@ 只 与 ds: 有 关 ， 所 以 玉 只 与 ds: 有关。 
从 上 述 结果 引出 下 面 的 定义 与 定理 。 
定义 当 两 个 曲面 S,，S, 之 间 能 够 决定 一 个 一 对 一 的 连续 
对 应 ， 在 这 个 对 应 下 ; 使 S,，3, 的 线 素 相等 ，dsi(uuz2) = 
ds3(ut, x2), 则 称 这 两 个 曲 两 是 等 距 的 。 
由 方程 (3.33) 和 上 面 对 oi 的 阐明 ， 就 获得 
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定理 2.13 〈《Egregium 定理 ; Gauss) 等 距 曲 面 的 总 曲率 
便 等 ， 

3， 绝 对 微分 与 Levi-Civita 平行 移动 。 测 地 急 ”按照 上 面 的 
讨论 ， 我 们 看 到 ， 若 对 曲面 采 用 Darbouxz 标 架 ， 则 从 (3.28) 
可 知 

de 一 oie: 十 ojies 
(of 一 一 o 人 ， (3.34) 
de 一 一 03e 十 oge， 

定义 ”在 曲面 上 一 点 4 指向 量 入 的 微分 dh 按照 在 点 4 的 法 
线 方向 在 切面 上 的 投影 称 为 和 的 绝对 微分 ， 记 作 太 


DA 一 d 在 切面 上 的 投影 。 
例如 ， 从 〈3 .34) 可 知 
Dei=oie，De:= 一 ole,， 《3.35) 


从 绝对 微分 得 到 Levi-Civita 平行 移动 的 概念 。 

定义 ” 设 C 为 一 条 曲面 曲线 ， 著 所 选取 的 活动 标 架 使 沿 曲线 
C 各 点 有 aoi= 0， 则 称 标 架 向 量 el，e: 沿 曲线 平 行 移动 。 Lev 盖 
Civita 平行 移动 的 重要 性 质 是 上 面 所 指 的 基本 定理 .一 个 曲面 
只 要 I 确定 之 后 ， 不 管 它 在 无 s 中 如 何 弯曲 ， 定 出 一 切 正 交 活动 
标 架 是 不 变 的 ， 每 个 活动 标 架 确定 一 个 oi， 这 就 是 oi 由 II 来 确 
定 的 含义 。 这 样 的 oi 给 出 Levi-Civita 平行 移动 。 

由 基本 定理 可 见 ，Levi-Civita 平行 性 只 与 曲面 的 度量 有 
关 ， 也 这 是 与 它 在 宣 间 可 * 中 的 位 置 无关 。 

下 画 要 讨论 用 活动 标 架 如 何 处 理 曲面 曲线 . 

设 C 为 曲面 S 上 一 条 曲线 ， 并 取 定 了 S 的 法 向 量 es 和 C 的 
切 向 量 el， 这 样 就 确定 了 活动 标 架 ，e:=esXer， 对 于 由 线 C 有 
ar 一 olel， 故 有 


ao: 一 0， De 一 ojie:。 
定义 “车 对 曲线 C 有 o3= 0， 则 称 为 测 地 线 。 
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由 此 可 见 ， 测 地 线 的 性 质 是 ， 它 上 面 一 切切 线 都 平行 。 这 就 
是 平面 上 直线 的 推广 。 

测 地 线 还 有 一 个 重要 性 质 ， 就 是 

定理 2.14 在 曲面 上 两 点 间 的 最 短 曲 线 C 必 为 测 地 线 。 

证 “ 设 曲线 C 是 曲面 上 两 点 4， 卫 之 闻 的 最 短 曲线 。 把 C 安 
置 在 一 族 曲线 7r (1 ，2 ) 里 ， 其 中 上 是 曲线 参数 。 设 4 一 如 时 
为 曲线 C， 并 设 这 族 曲线 都 以 4， 互 为 端点 。 选 取 e; 是 族 中 曲 
线 的 单位 切 向 量 。 于 是 e; 也 是 和 怀 的 函数 ， 取 定 曲 面 的 法 向 
量 es。 这 样 就 确定 了 活动 标 架 ， 它 是 1 ，&2 的 函数 。 

结构 方程 vol: 一 oi 人 o: 对 上 述 有 曲线 族 有 

oo 一 0 十 aldu，0: 是 张 长 函数 ， 


@2 一 adU。 
ce。o 依 吉 于 莫 族 参 数 ， 代入 结构 方程 ， 
| 《人 十 alada) 一 ai 人 du， 


又 因 

d (9L+aldu) 一 da 入 剖 +adatANd 
故 有 

daA 人 3 一 WA(da 一 oa 
于 是 


级- 一 da 一 ooi+bau 


令 ! 为 曲线 的 长 ， 对 | 求 积分 | 6: 一 


一 一 ! | -| soi+ D 人 ww-a 
-| ozly 


这 就 是 曲线 弧 长 的 第 一 变 分 ， 记 作 51。 
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设 曲 线 的 端点 固定 ，al 在 8C (两 个 端点 ) 上 为 0， 则 
8 一 -fo 
因为 对 任意 选择 的 cx，81 应 为 零 。 故 o = 0 。 证 毕 。 
从 上 面 所 作 的 讨论 可 以 看 出 一 切 性 质 都 是 从 结构 方程 得 
到 的 。 
现在 来 证 明 测 地 曲率 姑 = 0 的 曲面 曲线 C 是 测 地 线 ， 其 逆 ， 
”事实 上 ， 关 于 曲面 曲线 C 的 标 扣 {b T，N}， 有 ai 一 pads 
( 见 (3.16) 和 (3.18),)。 由 此 可 见 ，oi 与 忆 同时 等 于 零 。 
证 毕 。 
. 我 们 知道 ， 由 于 o; 和 ds 都 是 等 距 不 变 量 ， 所 以 ， 名 也 是 
等 曙 不 变量 。 - 
”此 外 ， 从 太一 Recosa 可 知 ， 当 了 与 作答 直 时 〈 即 了 与 曲线 
C 从 法 线 b 重合 时 )， 则 尺 = 0 ， 即 曲线 C 是 测 地 线 。 这 时 ， 昌 
线 C 的 主 法 线 与 曲面 法 线 重合 ， 故 有 
定理 2.15 ”一 条 曲面 曲线 C 是 测 地 线 的 一 个 充 要 条 件 是 ， 在 
C 上 每 点 的 主 法 线 重 合 于 在 该 点 的 曲面 法 线 ， 即 C 的 密切 平面 包 
含 曲面 法 线 。 
4，Gauss-Bonnet 公式 在 81.5.3 中 已 经 证 明了 Stokes 


定理 ， 
史 CD =ffco， 
式 中 避 是 十 1 维 区 域 , ?U 是 /的 边界 。 由 方程 (3.33)， 多 ai 
= 一 作 民 :人 Ao"。 令 8 为 从 一 给 定 标 架 te) 到 ac 的 一 阶 标 架 的 
了 


旋转 角 ， 则 由 (3.18)， o3= 久 ds 一 d6， 即 ， 
人 esAe: + 多 hds= 多 ， d0， (3.36) 
妇 
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这 是 著名 的 Gatss-Bonnet 公式 ， 它 是 整体 微分 几何 的 最 有 力 的 
工具 之 一 。 

车 2U 是 逐 段 可 微 的 ， 则 af6 的 积分 只 取 在 光滑 弧 上 ， 在 曲 
线 77 的 一 个 顶点 已 处 ，8 的 跳 妈 是 在 弧 长 上 升 的 方向 计算 内 
角 6 《图 2.15)， 用 内 角 表 示 


中 ;一 工 一 0 兄 d6=2z 一 六 (< 一 9 
从 此 1 
人 Kec+ 多 psds 一 2x+ 聘 《9 一 工 )。 (3.36)7 
坟 


我 们 给 出 这 个 公式 的 一 些 应 用 。 
在 一 个 常 曲 率 有 曲面 上 , 令 8D 
为 一 测 地 多 角形 ， 即 由 包 国 曲面 
的 一 个 单 连通 区 域 避 的 & 条 测 地 
组 成 的 一 曲线 。 多 角形 的 角 缺 
是 A 一 Z9; 一 (R 一 2)r。 多 角 


四 2.15 形 的 面积 4 是 与 角 缺 成 比例 的 ， 
又 因为 沿 测 地 弧 的 &a= 0 ， 并 由 〈3.36)， 


A 一 氏 4。 (3.37) 
-由 定义 ， 面 积 总 是 正 的 。 从 (3.37) 便 得 


定理 2.16 (Gauss) ”一 测 地 三 角形 的 内 角 之 和 在 天 一 常数 


天 = 0 的 曲面 上 = 。 人 
设 一 个 定向 闭 曲 面 S 是 由 具 边 界 曲 线 Cr 的 曲面 抉 忆 所 柳 
盖 。 令 亚 是 在 曲面 上 的 多 角形 aU, 的 项 点数， 已 为 孤 Czr 的 数 ， 
厂 为 曲面 块 的 数 〈== 单 连通 区 域 数 )， 对 每 个 [ 我 们 有 一 个 

Bonnet 公式 (3.36)/， 
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人 fa 十 习 8 Reds 一 》) 中 ,一 》) 十 2m。 
局 i 


若 把 所 有 这 些 方程 相 加 ， 则 在 左边 出 现 曲 面 的 整 昌 率 { 人 Ka， 对 


一 定向 曲面 ， 习 多 ksds 一 0， 因为 每 条 Cu 以 相反 的 定向 出 现 两 


次 ， 在 右边 , 每 个 顶点 忆 ; 产生 内 角 之 和 2r。 从 此 了 39, 一 2r7F。 
在 第 二 项 中 ， 每 个 角 产生 下 。 在 一 闭 多 角形 中 ， 角 数 等 于 边 数 。 

每 边 属于 两 个 不 同 的 多 角形 。 从 此 3Z3T = 一 2r 三 。 方程 的 个 数 之 
和 是 已。 这 表明 ， 


Iscaor am (3.38) 


数 入 一 五 十 所 是 曲面 S 上 多 角形 网 的 Euler 特征 数 ， 通 常 记 作 
X(CS )。 

定理 2.17 ”一 定向 闭 曲 面 S 的 Euler 特征 数 是 不 依赖 于 S 
二 多 角形 网 的 选择 。 

在 任 一 微分 同 胚 * 下 ，. 一 个 多 角形 网 变 到 另 一 这 样 的 网 。 

推论 ” 整 曲 率 是 在 任 一 微分 同 胚 下 的 不 变 式 《〈 简 称 为 拓扑 不 
变 式 )。 

要 严格 地 证 明 X( S ) 是 拓扑 不 变 式 的 事实 是 属于 拓扑 学 的 
范围 ， 这 里 不 作证 明 ， 但 是 ， 从 公式 〈3.38) 即 


( 人 Ka=?ax(sS) (3.38)/ 
SS . 
可 粗粮 地 得 出 直观 的 证 明 。 


事实 上 ， 假 定 把 由 任意 多 角形 而 围 成 的 曲面 S 的 形状 加 以 弯 
曲 ， 以 $ “表示 经 过 弯曲 后 的 曲面 ， 则 从 《3.38) “得 出 


we 一 个 一 对 一 的 映射 了 使 得 了 和 它 的 过 六 1 痢 是 连续 的 ， 则 称 了 为 一 同 趾 ， 若 
了 和 三 都 是 可 彼 的 ， 则 称 了 为 一 向 分 同 凸 〈 见 81.1.7)。 
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fs-Jjea 
9 全 
可 是 由 任意 曲线 多 角形 而 围 成 的 曲面 3 有 


作 Fx=srxCs)， 

7 . . 
由 此 可 见 ， 对 闭 曲 面 9 与 它 同 朋 的 象 3S/ 必 有 X(CS)=X (3 )， 
即 X(S) 是 拓扑 不 变 式 。 、 

不 难 验证 ， 球 面 和 环 面 的 下 uler 特征 数 分 别 是 0 和 1 。 一 般 
地 ， 象 具有 请 个 涓 的 曲面 称 为 号 格 缚 的 曲面 ， 如 所 知 ， 对 这 种 曲 
面 有 _ 

X(S) 一 2(1 一 户 )。 


如 下 列 图 中 启示 。 


图 2.16 


通称 为 Euler 多 面体 定理 是 判定 在 初等 几何 意义 下 多 面体 的 
机 点、 楼 、 面 的 个 数 广 ， 巨 ， 环 之 间 存 在 着 的 关系 ， 


矿 一 巨 十 下 一 2 (3.39) 
把 这 个 多 面体 看 作 橡 皮 做 成 的 ， 把 空气 打 进去 使 它 膨 胀 起 来 ， 变 
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ee 


成 一 个 球面 ， 这样， 球面 是 由 给 定 的 多 角形 的 项 点 、 楼 、 面 的 象 
构成 的 曲线 多 角形 所 围 成 ， 所 以 有 


人 天 a 一 2rX ， 
S 


可 是 就 所 论 的 球面 来 讲 ， 开 一 一， 面积 为 4rR， 所 以 从 上 式 


得 X= 2 。 由 于 在 球面 的 所 论 曲线 多 角形 包围 下 ， 顶 点 .楼 、 面 的 . 
个 数 与 给 定 的 多 面体 的 顶点 、 棱 、 面 的 个 数 显 然 相 同 ， 因 而 得 到 
公式 〈3.39) 的 微分 几何 的 证 明 。 

从 Gauss-Bonnet 公式 还 可 以 导出 测 地 曲率 的 新 定义 ， 设 4 
和 中 为 一 条 有 曲面 曲线 的 两 个 邻 点 ，- 在 4 和 五 分 别 引 同 曲线 上 开 相 
切 的 测 地 线 ， 假 设 它们 交 于 了 ， 其 交角 为 Ap， 则 


称 为 曲线 工 在 点 4 的 测 地 曲率 ， 这 里 As 表示 4， 有 之 间 的 弧 长 
(图 2.17)。 
显然 ， 这 个 定义 是 平面 曲线 的 曲率 的 直接 推广 。 
我 们 可 以 证 明 这 个 新 定义 同 以 前 所 定义 的 测 地 曲率 名 是 一 
致 的 。 证 明 见方 德 植 ( I ]208 一 209。 


AN 


图 2.17 图 2.18 


5， 曲面 在 每 点 邻近 的 形状 ”现在 我 们 利用 天 (ro) 的 符号 给 
出 划 面 rs， 妈 ) 在 m 邻近 的 形状 ， 分 为 下 列 三 种 可 能 情形 ， 
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车 开 (ro> 0， 则 称 m 为 曲面 的 一 粮 贺 点 。 这 时 ， 上 由 
《3.31): 可 知 


sgnAI 一 sgnR:。 


再 由 (3.30) 通过 N 的 所 有 法 埠 线 的 曲率 同 号 。 这 些 法 截 线 与 
在 m 的 顶点 一 起 构成 硫 的 形状 〈 图 2.18)， 由 (3.19》 推出 


ar“x2dr 一 20! 人 oO:N， 
与 (3.14) 比较 ， 便 得 监 面 的 面积 元 未 
a=olAos (8.40) 


映射 >N(r) 是 曲面 的 球面 象 ，N(r) 是 单位 球面 上 一 点 。 单 位 
球面 所 对 应 的 曲面 面积 元 素 从 dN“x?dN=2oAN 人 osiN 而 得 到 ， 
由 (3.22) 和 (3.33) 可 知 ， 这 就 是 天 ol 人 Ao:s。 由 此 可 见 ， 开 
是 r 的 面积 元 素 与 它 的 球面 银 的 对 应 而 积 元 素 之 出 如 果 r 是 半 
和 为 有 的 球面 则 其 面积 元 素 是 尼 乘 单 位 球面 的 面积 元 素 , 开 一 
。 围 绕 rm 的 一 个 小 球 冠 的 面积 是 接近 于 半径 民 -72: 的 球面 上 
才 车 KG 二 0， 则 称 m 为 曲面 的 一 抛物 点 。 这 时 ， 由 
(3.31): 可 知 ， 至 少 有 一 主 曲率 为 零 。 如 果 记 一 忆 = 0， 则 " 是 


一 个 平坦 及 点 dN = 0 ， 并 且 每 条 法 微 级 与 它 的 切线 在 nm 的 接 


触 阶 2 。 如 果 玉 = 0， 久 天 0， 则 除 二 el 外 ,， 对 所 有 方 商 有 
sgnapo 一 Sgnap (图 2.19)。 


图 2.19 图 2.20 
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3” 车 K(r)<0， 则 称 nm 为 曲面 的 一 双 曲 点 。 这 时 有 两 个 
不 同 的 方向 使 刀 = 0 〈 从 此 工 = 0 )， 称 为 渐 近 方向 。 这 两 方向 
把 切面 分 为 四 部 分 ， 在 每 个 部 分 中 ， 印 的 符 呈 一定 。 若 从 一 个 部 
分 跨 过 相 邻 的 部 分 ， 则 久 要 变 号 ，m 为 一 马鞭 点 (图 2.20)。 

对 一 切实 际 的 计算 ， 知 道 曲面 的 法 线 N 是 重要 的 。N 可 从 定 
义 方程 (3.9) 来 计算 。 从 


rar 一 rrileos 中 一 忆 ， 
可 以 得 到 参数 曲线 之 间 的 夹 角 中 ， 从 此 
[rs x ra 一 [ralllrlsine 一 (BCG 一 忆 2)102， 
N= ( 瑟 G 一 严 9-72rlXra。 
车 知道 N， 则 总 曲率 和 平均 曲率 最 好 使 用 Hopf 和 Voss 导 


王 的 一 组 公式 来 计算 。 从 方程 (3.40)，(3.32)，Frenet 方程 和 
(el， e:，6es) 一 1， 容易 验证 ， 


“IN，dr， dr 一 2a， (3.40)/ 
“IN，dr，wNj” = 一 2 万 oa， (3.41) 
“IN，CN，CN ”= 2 天 a。 (3.42) 


线性 形式 o' 仅 对 正 交 参数 曲线 〈( 下 = 0 ) 是 容易 得 到 的 。 
在 这 个 情形 下 ，ol= Y 五 dul o:=W Gdus， 并 由 (3.21)，o3 一 
一 (CEG)-2( 一 Eurzdu 十 Guarda)。 

6. “ 维 空间 刀 " 中 的 超 曲 面 M*: 现在 我 们 要 研究 的 是 9 
维 欧 氏 空间 瓦 " 的 运动 群 下 不 变 的 性 质 ， 所 以 要 选取 适合 我 们 的 
目的 的 标 架 。 标 架 是 由 有 关 的 李 群 来 决定 的 ， 对 于 在 五" 中 超 曲 
面 M”: 的 论述 可 象 已 * 中 曲面 那样 来 进行 。 

设 在 巨 " 中 任意 给 定 两 个 标 架 ， 则 存在 一 个 唯一 的 运动 把 其 
中 一 个 变 到 另 一 个 。 因 此 玖 " 的 标 架 应 取 正 交 的 ， 可 写 为 

《r， Bi …9 ea) TEA 
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(en 6 一 渤 《el 本 eno) 一 十 1， 
这 里 拉丁 字母 4， 了 ，R ，，… 代 表 1 到 的 指标 。 
与 三 维 的 情形 一 样 ， 我 们 有 揪 写 标 架 的 无 穷 小 位 移 公式 
dr 一 ofe， 
de 一 (oj)1eh)， 
由 正 交 条 件 ， 有 
oi= 一 o 
从 d(dgmD)= 0，d(de0= 0 导出 下 列 重要 的 “结构 方程 ， 
do 一 of 人 of 
do 一 oj 人 oo。 
现在 在 超 曲 面 上 ， 处 作 一 个 标 架 ， 使 得 eeET, (1 过 5 区 
4 一 1 ) 和 ee, 是 唯一 的 法 线 N= (e 人 和 人 …A 和 New)。 解 Ne.= 0 可 


”以 唯一 地 确定 〈 除 符号 外 ) 单位 向 量 N。 这 里 希腊 字母 c，B，… 
代表 1 到? 一 1 的 指标 。 因 r 限制 在 M“: 上 ， 所 以 
dr 一 Ole 十 … 十 Oo716 -一 0"e。。 
因为 在 ML 上 o*= 0， 因 而 do"= 0， 即 
of 人 og= 0。 (3.43) 
因为 ob，…，o:! 是 线性 无 关 的 ， 所 以 根据 Cartan 引 理 ( 定 
理 1.5)， 存 在 函数 1 使 得 
oz 一 /pop，1p 一 站。 (3.44) 
M。, 的 第 一 基本 形式 是 
ds:= (dr，d 站 一 (oD2 二 … 十 (orD2 
M”: 的 结构 方程 是 
do" 一 of 人 ao 
， (3.45) 
ao 一 of 人 o@ 妨 
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把 wr=oa'e。 微分 ， 得 、 
dr=doresTorde， 
由 于 (e.。N) = 0 。 利 用 qe;= ojiey 和 (3.44) 就 有 
一 dNdr= (dr，N) = 一 or(de-，N) 
一 各 “oz(ey， N) 一 呈 ee N) 
一 0"032 一 [pp0"ap。 
我 们 定义 第 二 基本 形式 为 
一 一 dNdr= (dr，N) =Jusorof (16 一 js)， 
它 是 一 个 对 称 二 次 型 。 引 用 一 个 保留 N 不 动 的 正 交 变换 可 以 把 
它 对 角 化 。 设 {af 为 对 应 标 架 和 T， 叶 为 它 的 线性 形式 ; 则 . 
T3 一 RsT"， 民 。 是 主 曲 率 (aa 一 1，2，… 1 一 1)。 
推广 的 二 和 开 是 主 曲率 的 初等 对 称 函 数 。 


Cr 
(> 了 机 


坦 从 (3.45) 可 以 计算 ， 主 曲率 从 dr8= 开 入 史 = 下 入 开 一 习 人 
地 一 Rs 人 ze 可 以 计算 。 由 此 可 见 ， 主 曲率 是 单 由 ds: 决定 的 
(对 曲面 没有 相当 的 结果 成 立 )。(3.45) 的 其 余 方程 

dmr2 一 dl (Rue) 一 所 Rom 人 mg ，” 
是 对 所 的 一 组 偏 微分 方程 ， 从 此 也 是 对 第 一 基本 形式 di:=d. 
dr= geducdus 的 系数 gu 的 一 组 偏 微分 方程 。 
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下 列 命题 让 读者 证 明 ， 

1 在 曲面 的 切面 7, 上 的 弗 线 9) 一 名 (9 )V5 (eicosg 二 
essin9) 称 为 Dupin 标 形 。 证 明 在 本 加 点 、 双 曲 点 和 抛物 点 的 
Dapin 标 形 分 别 为 一 村 贺 、 一 对 共 拔 双 曲线 和 一 对 平行 直线 。 

2 主 曲率 是 二 次 型 有 I 一 王 的 矩阵 行列 式 等 于 零 的 两 个 
的 数值 《应 用 〈3.20))。 从 此 导出 玉 和 古 作 为 瑟 ， 正 ，G 和 1 的 
函数 的 一 个 公式 。 

3 证 明 对 任 一 由 面 ，*: 一 天 >0 。 

4 一 曲面 以 上 距 离 * 的 平行 昌 面 为 

Go 内 =rGa5 的 十 SNGu， 四 。 


(a ) 证 明 在 曲 而 和 它 的 平行 曲面 的 对 应 点 处 的 切面 是 平 
行 的 。 

(b ) 如 果 上 是 包围 一 体积 ,的 一 个 上 闭 毕 面 。 证 明 由 m 所 
包围 的 体积 为 Fr 二 co Fo+-e 人 Ko 式 中 4 是 ， 


的 曲面 面积 〈steiner)。 
5” 证 明治 两 个 垂直 方向 的 法 曲率 之 和 总 是 2 五 。 
6 令 C 为 通过 曲面 上 一 点 Yo 的 一 条 平 截 线 ， 音 为 &1 与 
7 和 C 的 平面 的 交 线 的 角 ，6 为 N 与 C 的 平面 的 法 线 的 交角 。 
〈《a) 计算 C 的 曲率 e 作为 及， 民 ， 中， 6 的 一 个 函数 。 
(b) C(6 1) 的 曲率 中 心 与 对 应 法 截 线 C(40 ) 的 曲率 中 心 
的 连 线 垂 直 于 N (Meusnier，1776)。 . 
7 =dN'SN 叫 做 曲面 的 第 三 基本 形式 ， 证 明 


开工 一 2 如 IEI 十 下 一 10， 


8 ” 如 果 巾 面 上 两 族 曲线 中 在 任 一 点 的 不 同族 中 两 曲线 的 切 
线 关于 主 方向 是 对 称 的 ， 则 称 这 两 族 曲 线 是 共 氏 的 。 证 明 只 有 共 
印 族 ， 使 它 的 两 族 曲 线 互 为 正 交 轨 线 是 曲率 线 (Dupin)。 

9 设 r， 妈 ) 是 天 中 一 个 〈 二 维 ) 局 部 子 空 间 。 对 一 
标 架 族 {e') (eli，es:ET，es，e4 正 交 于 子 空间 ) 属于 一 Frenet 
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方程 dej= ofer(of 一 一 2 及 。 研 究 由 


cos 和 中 Sin 中- 0 0 
一 Sn 中 os 中 0 0 
0 “0 cosf sinl 

0 0 一 Sin cos8 


的 一 个 标 架 变换 在 Cartan 拖 阵 上 的 作用 。 导 出 相当 于 (3.21) 
和 (3.22) 前 方程 ， 证 明 


/ap 9 
(oi，oj，03，o 轧 一 (ol1， ai | 
5 co 9 1/ 

证 明 ， 一 般 ， 一 个 不 变 标 架 由 条 件 G 十 = 0， 昌 一 0 便 可 以 得 
到 。 我 们 得 到 多 少 个 不 变 式 ? 叙述 关于 ac ，5， 2 的 条 件 ， 使 在 
这 些 条 件 下 ， 不 能 找到 满足 Tec = =0 的 旋转 。 

7. 杂 例 

《17) 主 曲 率 等 于 常数 的 曲面 由 赐 面 S 上 一 个 可 迁 哆 氏 运 
动 姑 把 曲面 变 到 自身 去 的 是 怎样 的 曲面 ? 在 达 : 中 这 拌 一 个 群 ， 
它 可 以 把 曲面 S 的 一 已 知 点 nm 变 到 任 一 其 他 点 上 去 必须 至 少 有 两 
个 人 参数， 并 且 5 的 主 曲率 必 为 常数 。 在 这 个 情形 下 ，， 

dr 一 AdTI 一 Ri 人 到 
= 双人 可 = 羽 Ar 

从 此 ， 或 者 
| 局 一 Roy ， 
这 时 曲面 上 一 切 点 都 是 脐 点 ， 或 者 
TI = 0 人 @ 
因为 史 不 能 是 零 形 式 ， 如 果 ds: 是 正定 的 。 

现在 分 别 讨 论 如 下 ， 

A. 若 曲面 的 一 切 点 都 是 脐 点 ， 则 Rodrigues 方程 jd 
Ndr 一 0 关于 dr 必须 是 一 个 恒等式 。 
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1, 若 和 人 =0， 则 xdN= 0，N 是 常 向 量 。 于 是 曲面 是 平面 
(r 一 rm N= 0。 

2. 若 和 信和 关 0， 则 d(dN+TXdnm= 史 人 dr= 0 必 为 一 恒等式 ; 
从 此 d= 一 0 ， 入 =const。 我 们 可 取 一 国定 代 标 系 使 得 N,=ro 
则 对 赐 面 上 一 切 点 ，N(r) = 和 Xr， 于 是 曲面 是 球面 r=| 入 六， 与 
过 原点 的 射线 正 交 的 曲面 。 从 这 个 证 明 推 出 ， 都 是 脐 点 的 曲面 必 
为 常 曲率 此 面 。 对 于 平面 ，dN= 0 推出 户 一 忆 = 0。 对 于 球面 ， 
前 一 段 已 证 过 ， 天 一 局 一 民 2 从 此 

Ri 一 Ra 一 民 I 一 const。 


总 之 ， 我 们 有 

定理 2.18 基 二 而 S 上 的 点 都 是 点， 刚 S 或 者 是 平面 的 
部 分 ， 或 者 是 球面 的 一 部 分 。 | 

如 果 经 过 一 欧 氏 运动 群 把 曲 桓 变 到 自身 ， 它 必 为 一 全 平面 或 
一 全 球面 。 
. B. 若 冯 =0， 则 由 方程 (3.28)，dr:=dr: 一 0。 若 写 

于 一 aidul 直 asdx2，dm' 一 0 表明 acal/au= 天 oa/au3 这 是 存在 一 函 

数 9 使 dg 一 的 充 要 条 件 . 经 过 参数 变换 ，ds:= (dg0: 十 
《4dq )， 这 表明 曲面 与 一 平面 是 等 距 的 。 因 为 《 一 const 推出 Y= 
0 ， 所 以 9 是 曲率 线 参 数 。 者 曲面 不 是 一 平面 (A，1. 情形 )， 
我 们 可 假定 户头 0 ， 则 曲率 线 92= const 从 Frenet 方程 


&1 0 0 尼 ai 
4 

_ ， -as 一 及 0 0 as 
可 以 得 到 。 这 些 赐 线 是 平面 (ai as) 上 半径 为 后 :的 圆 。 从 
(3.33) 
天 一 有 有 一 0， 
可 知 久 = 0 。 曲 率 组 0!=const 的 Frenet 方程 是 d ta =0。 这 
些 昌 线 是 垂直 于 网 4: 一 const 的 直线 。 于 是 "是 一 个 正 圆柱 耐 。 
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在 知道 曲面 以 后 ， 群 是 容易 决定 的 ， 就 是 
定理 2.19 在 瑟 ' 中， 可 迁 地 作用 在 一 曲面 上 的 欧 氏 运动 群 
只 是 多 
. 平面 欧 氏 运动 群 


coq0 Sng 0 
ea: cos 0 + pb，10) 
0 0 1 


“可 迁 地 作用 在 平面 (r 一 me 一 0 上 ， 
b . 群 0。，x 关 一 xd4， 可 迁 地 作用 在 球面 …r= 玉 上 。 
c 、 双 参数 群 


cos0 0 sn 
< 0 1 0 je c，10) 


一 Sn 0 cos0 


可 迁 地 作用 在 正 圆 柱 面 〈x 十 (x5) 一 玉 上 ， 

具有 定 值 主 曲率 的 曲面 只 有 这 里 所 描述 的 几 种 曲面 。 

这 个 定理 的 一 个 重要 的 推论 是 ， 可 以 具有 常 主 曲率 并 带 有 双 
曲 点 的 山 面 是 没有 的 。 

《2 ) 极 小 曲面 平均 曲率 万 = 0 的 曲面 叫做 极 小 曲面 。 我 
们 对 极 小 曲面 的 理论 仅 给 以 很 简单 的 叙述 。 对 这 方面 较 深 入 的 理 
论 ， 几 乎 是 以 复 变 函数 论 作为 基础 的 。 

极 小 曲面 是 变 分 法 中 下 述 问题 的 Euler 方 程 的 解 。 给 定 一 
闭 曲 线 C， 是 以 C 为 边界 前 一 卓 面 [5C 是 点 集 rGo2， 如 ) 《不 
是 "的 点 ) 在 达 * 中 的 聚 点 集 。] 令 Cr ) 是 在 有 界 曲面 凸 的 任 
一 可 微 函数 ， 并 在 C 上 等 于 零 . 史 =r 十 snN 是 展 布 在 C 上 的 一 
曲面 族 ， 并 对 小 的 * 接近 于 r。 我 们 寻找 r 的 条 件 ， 使 得 "与 邻 
近 曲 面 天 比较 是 一 个 曲面 面积 极 小 的 曲面 。( 由 直观 显然 可 知 ， 
没有 极 大 面积 的 曲面 。) 咕 的 线 素 〈 略 去 ee 项 ) 是 

gp dp 一 瓦 *(do) 十 2 已 dd 好 十 Gd 
一 dr dr 十 28T4N.dr 十 ，…。 
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从 此 
五 * 一 瓦 一 28m1 十 …， 


五 * 一 下 一 28T1 十 … 
G+ 一 G 一 22m1 十 …。 
从 而 得 到 曲面 玉 的 面积 元 素 
0 一 (*GY 一 百 和 2200 人 au 
一 [CEG 一 民 2)(1 一 280 末 ) 士 12d0 人 dos 


记分 问题 的 Euler 方程 是 条 件 
CQ 
de ae =0 一 0， 对 一 切 了 ， 
即 . 
五 =0， 


从 物理 方面 来 看 ， 把 金属 图 放 入 肥皂 水 中 ， 使 在 金属 图 上 张 
成 薄膜 ， 若 不 计 重力 的 影响 ， 这 薄膜 形成 极 小 曲面 ， 
(3 ) 棋 球 面 的 研究 “ 半 轴 ai>oz>as 的 酉 球面 是 满足 
(xD (xz08 (za)? 
CC 
的 点 集 。 它 的 切线 的 方向 wr= (dx:) 是 


1c1x1 201x2 3 
Cr 十 3 十 5 一 0 (3.467 


十 


的 解 。 由 此 推出 N 是 沿 着 方向 〈xV(o25) 的 单位 向 量 ， 所 以 dN 
是 沿 方向 〈dx /(a)?) 的 一 个 向 量 与 没 方向 N 的 一 个 向 量 之 和 ， 
因此 ， 由 《〈3.29) 可 知 曲 率 线 是 〈 由 前 段 的 推论 ) 


2 


6 


的 积分 曲线 。 把 第 ; 列 乘 以 〈a) 并 展开 ， 
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((a]): 一 (ae3)2)x2clxlQxs 十 ((a2)2 一 (al1)2)xsdx2GdX1 
十 ((a3)2 一 (Ga2)2Xidxsadx2 一 0 。 


首先 假定 %z 0 。 用 x/ (902 节 ， 并 借助 于 (3.46) 和 (3.47) 
消去 必 和 dx | 
1 fr (ax[(a52 一 (oa9 们 2: 
dxX1idx tc (5 式 (6095 一 《05 本 (2x2)3 
_ 《Da 一 (a9) 纪 } 
(ao) 一 (aq 
ff(aD2C(a2 一 (a99 
+ EEC0 二 (0 洒 


(dx22 一 (dx =- 0 。 (3.48) 


因 在 一 个 脐 点 处 ，(3.48) 对 任意 的 gx 和 dx 都 成 立 。 故 一 个 
脐 点 满足 


、 (aD5(a3)2 一 (as) 有 (acDsr(aD2 一 (a2 纪 _ 
(x9) (a5 开 (ai 和 一 (05) 习 《22) (oz 一 (685 0 。 


从 而 只 有 四 个 实 脐 点 ， 
1\2 1/ 1 (ac 2 一 (a2)。 32 3 
(xD): 一 (a ) (oj 一 togz， (x 一 0， 

(5 一 (09 (3.49) 
它们 是 在 最 大 和 最 小 半 轴 的 平面 上 。 对 刀 = 0 我 们 可 以 消去 x2 
dx:， 蔡 代 x 和 qdqxs。 不 能 求 出 实 脐 点 。 1 

切面 (3.46) 也 可 写 为 

%1 且 1 22X2 。 X%8X 8 

《GD 十 (Ga53 十 (ca55 一 1， 

其 中 (zx ) 是 切 点 ，( 写 ) 是 平面 上 的 流动 坐标 。 从 原点 到 一 平 
面 4X = 如 的 距离 是 万 = B/(2.43)22 对 棋 球 面 ， 我 们 有 
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志 = 了 -er (3.50) 
平面 2xXr/(o0:= 0 是 对 (xz) 的 直径 平面 ， 它 是 通过 机 球面 
的 中 心 并 平行 于 在 〈x) 的 切面 。 它 与 本 球面 的 交 线 是 对 (x) 的 
中 心 截 线 。 实 球面 与 平行 于 直径 平面 的 一 切 交 线 是 一 球面 与 一 族 
平行 平面 的 圆 截 线 关于 一 个 正常 仿 射 变换 下 的 条 ， 从 此 ， 它 们 是 
互相 位 似 的 。 现 在 我 们 取 一 个 新 的 笛 氏 坐标 系 ; 原点 在 不 = (>)， 
x 轴 和 2 轴 在 T。 上 ，z 轴 是 T。 指向 内 部 的 法 线 。 椭 球面 的 方 
程 自然 是 二 次 的 ， 它 取 形 式 


2 一 rX2 十 2SXy 十 1y2。 
平行 于 对 x 的 中 心 截 线 的 一 平 截 线 的 方程 是 
7X2 十 2SXy 十 2 一 const。 


从 N:dr= 0 经 过 微分 推出 CN.drTN'dr= 0。 从 此 第 二 基本 
形式 ， 
了 一 Nd 一 (EC 一 瓦 7 (r5 rs， roll(cdozD)2 
十 2rsl2da2lda2 十 Po22(cu27)2)， (3.51) 


对 和 一， 缚 一， 我 们 得 到 TI(z)=rx 十 2s8xy 十 ty 如果 椭 
圆 参考 于 它 的 轴 作 为 坐标 轴 ， 则 一 个 椭圆 的 方程 是 对 角 型 的 
〈s = 一 0)。 

定理 2.20 ”一 个 椭 球 面 在 一 点 x 的 主 方向 是 x 的 中 心 截 线 的 
轴 的 方向 。 

推论 对 脐 点 的 中 心 截 线 是 圆 。 

这 个 推论 容 有 其 着。 假设 给 定 半 径 ” 的 一 个 中 心 圆 截 线 ， 与 
燃 球 面 同 心 的 半径 为 ” 的 球面 沿 给 定 圆 切 于 椭 妹 面 ! 从 此 , 其 中 一 
条 轴 必 为 球面 的 直径 。 在 我 们 的 假定 下 ， 或 者 一 os 或 者 7 = 


0 .请 这 个 国 ， 习 -5 一 r* 习 (x+ 入 线 是 图 的 两 个 直径 平面 
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的 方程 是 
La (aD2 一 (ao92  ，，、，(a92 一 (as)3 
(x ) 一 5 和 一 (2x2) az(o5z。 

我 们 容易 验证 ， 平 面 的 法 线 是 椭 球 面 在 脐 点 (3.49) 处 的 法 线 。 

(4) Jachimsthal，Dupin，Liouville 定理 两 曲面 的 角 
定义 为 它们 在 交点 的 法 线 的 交角 。 

定理 2. 21 (Jachimsthal) 如 果 两 曲面 的 交 组 为 这 丙 虽 面 的 
曲率 线 ， 则 这 两 曲面 治 交 线 构成 定 角 。 

如 果 两 曲面 交 于 定 角 ， 且 交 线 为 其 中 一 曲面 的 曲率 线 ， 则 这 
交 线 也 是 另 一 曲面 的 曲率 线 。 

证 若 c 为 两 曲面 p 和 9q9 上 的 曲率 线 ， 则 由 Rodrigues 
公式 ， 

adN, 士 MXqc 王 adN, 二 X*adc= 0， 

从 比 对 两 曲面 的 交角 下 推出 


dcos9 一 dg CNN) 一 一 MXdc.N, 一 和 Ndc= 0。 


反之 ， 若 JCNNJ)=0 和 c 是 p 的 曲率 线 ， 则 由 Rodrigues 
公式 


dN，N 一 一 dc'Ne 一 0， 


于 是 由 假设 NdN,= 0。 这 表明 ， 在 ec 的 任 一 点 处 dN,E 
Ts(e)。 我 们 知道 ， 又 有 dN,E7T,(e)。 切 面 T。 和 7 的 交 组 是 沿 
c 的 切线 方向 de 的 直线 ， 除 非 9 = 0 。 若 中 和 关 0 ， 则 这 个 论证 表 
人 若 中 =0， 则 滑 ec， 
一 N。，dN, 十 dc= 0 ， 
证 毕 
定义 一 个 C" 映 射 尺 (aa，x2 aa)， 忆 -> 天 是 一 族 曲面 ， 
如 果 对 ae 的 每 个 值 玉 (wa，x3 ao) 是 一 曲面 。 设 在 局 中 有 一 
区 域 ， 在 这 个 区 域 中 
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有 (Cl，22 00 一 已 (ol 02 03) 
了 9》 多 2 


一 下 (mw US oa) 一 x 


对 每 点 x 有 唯一 的 解 ， 并 若 Ni(x ) .Ni(x)= 一 5 (CN; 为 过 x 的 曲 
面 法 线 )， 则 称 三 族 曲面 已 (ai，22 7) 为 三 重 正 交 的 。 
通过 所 考虑 的 区 域 中 每 个 给 定点 有 三 重 正 交 曲 面 族 中 每 一 族 
的 一 个 曲面 ， 与 x 相 关联 的 值 《ac:，c?，as?) 可 以 作为 这 个 区 域 
中 的 坐标 。 
例 假设 co 全 0o>>a3s，Bolzano 定 理 表明 ， 方 程 
《XI172 十 《x2)3 二 《2X8)2 _ 1 


I 一 0 G 一 0 0 一 虹 63.52) 


对 任 一 不 在 坐标 平面 上 的 给 定点 〈%) 全 巡 .有 三 个 实 根 al>>at 
co>a>as>as。 这 样 确 定 的 三 族 二 次 曲面 是 三 重 正 交 的 。 设 由 
是 沿 方向 w= (2 (ac 一 co)) 的 单位 向 量 ， 于 是 


(zx 
VPVK 一 》) 


ja(o 一 中 


本 1 (x 门 ? 《2 站 可 _ 
-7 引 人 钨 0 0， 


忆 是 一 族 梢 球面 ， 己 ,是 一 族 单 时 双 曲 面 ， 已 , 是 一 族 双 叶 双 
寺 面 。 
定理 2.22 (Dapin) 一 个 三 重 正 交 曲面 族 交 于 曲率 线 。 
一 曲线 当 且 只 当 它 的 相对 挠 率 为 零 时 才 是 蝎 率 线 。 出 方程 


(3.30)， 互 相 正 交 的 曲线 有 相反 的 相 对 挠 率 ， r(9)+r( e+ 


蕊 


-于 )。. 令 r 为 在 曲线 of 一 const， 了 天 的 相对 挠 率 。 这 些 


是 三 重 正 交 有 昌 面 族 的 交 线 ， 它 们 是 成 对 地 落 在 一 曲面 上 的 互相 正 
交 的 曲线 。 从 此 1 二 Ti 一 0(1 天 1 7 一 II，2，3)， 或 
者 苹 = 0(0i=-1，2，3)。 
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作为 Dupin 定 理 的 一 个 应 用 ， 我 们 决定 忆 中 一 切 共 形 ( 保 角 ) 
定义 “一 个 C* 变 换 已 ， 瑟 s-> 巨 ?叫做 是 共 形 〈 保 角 ) 的 ,如果 
无 定向 角 是 下 的 不 变量 ， 
若 对 交 于 s 一 % 的 任 两 旧 线 x(s)，y(sS)， 
下 (x(s)) PCy(so) ， 
本 (xs Ge 
则 已 是 共 形 的 ， 共 形 映 射 的 平凡 的 例子 是 欧 氏 运 动 和 位 似 变换 
就 是 相似 变换 。 
现在 我 们 引用 初等 几何 的 一 个 简单 解法 来 研究 共 形 映 射 。 
一 个 简单 的 共 形 变换 〈 不 是 相似 变换 ) 是 反 演 


cosg 一 X (syY Cs) 一 


一 -X_ 
y 一 [xj (3.53) 


y 大 在 x 处 的 射线 上 长 为 |x| 的 向 量 。 单 位 球面 对 反 演 是 不 变 的 ， 
一 个 方程 ax: 十 bx 十 一 0 对 0 天 0 时 表示 一 球面 ，4 = 0，,b 天 
0 时 ， 表示 一 平面 。 它 关于 反 演 的 象 (至 少 对 xx 0 的 点 ) 是 a 十 
b.y 十 cy 一 0 。 对 天 0 时 ， 这 是 一 个 球面 ， = 0 ，b 天 0 时 ， 
是 一 个 平面 。 特 别 ， 过 原点 的 球面 〈《c = 0 ) 变 为 平面 ， 反 之 亦 
然 ， 给 定 两 条 相交 曲线 xi(s)(f =1，2)， 它 们 的 象 X(Cs )/ 

[xs 站 做 成 的 角 〈 对 x= 一 xi(s) 一 xi(s) 计算 )， 
X2x4 一 2 0 xD)x ， 交 一 六 一 2 (x-X2) 

x x 

反 演 是 共 形 的 ， 是 一 个 对 合 的 变换 ， 就 是 说 它 的 平方 是 一 恒 等 变 
换 。 当 x= 0 或 y= 0 时 ， 方 程 (3.53) 都 不 能 定义 任 一 点 xG 巨 ? 
的 象 。 但 车 |x|< es ，Jyj>s 3 则 自然 地 引入 一 个 唯一 的 “无 穷 
远 点 ”作为 x= 0 关于 反 演 的 象 ， 一 个 “cc 的 邻 域 ”是 有 "中 任 一 
球面 的 外 部 。 有 了 这 个 邻 域 关 系 ， 居 "十 co 可 以 给 出 达 * 中 三 维 球 
面 的 坐标 结构 ， 在 豆 :中 取 笛 氏 坐 标 〈8)， 则 S* 是 曲面 ， 
(8 二 (82 (52 (892 一 1。 、 
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一 X1.X2 一 Cos 中。 


我 们 用 * 球 极 射影 ?3 把 S: 射 影 到 它 的 赤道 下 上 ， 通 过 球面 上 一 点 
8= (8) 和 “南极 ”6=(0，0，0， 一 1 的 直线 是 向 量 集 c 十 
bo6，a 十 瑟 =1。 它 与 超 平面 基 = 0 的 交集 x= (6) 是 决定 于 
ca8 一 =0，c 二 0=1 或 者 C=(1 二 50 x 是 5 的 球 极 
射影 ， - 


了 
内 一 于 1 一 1]，2，3。 (3.54) 


这 个 映射 对 已 和 宁 一 5 中 一 切 点 是 一 对 一 的 。 逆 映射 是 


2 
一 上 虐 一 X (3.55) 


= 一 1，2，3， 生 工 工 x5? 


1 2 . 

8 一 工 十 x5， 
若 缕 近 于 a， 出 x 趋 于 无 穷 远 。 歼 :表示 为 S$: 上 的 一 个 局 部 曲面 , 反 
演 J ，x-~>x/| 半 是 已 ' 中 反射 


-一 一 一 
之 呈 
忆 一 靖 过 


的 象 ， 
了 一 Z421。 

“无 穷 远 点 ”的 引入 ， 将 已 ?中 的 反 演 几 何 化 为 已 中 S3 上 的 正 交 几 
何 ， 并 使 了 成 为 一 个 一 对 一 和 可 微 的 变换 ， 巨 "中 每 点 可 以 作为 原 
点 ， 对 每 点 有 一 个 有 确定 的 反 演 。 

定理 2.23 (Liouville) 3S* 中 的 一 切 共 形变 换 构 成 由 相似 
变换 和 反 演 生成 的 一 个 Lie 变 换 群 。 
”我 们 要 证 明 。，Ss 中 任 一 共 形变 换 或 者 是 一 个 相似 变换 ， 或 者 
是 一 个 反 演 ， 或 者 是 两 者 的 结合 。 

一 个 共 形 变换 只 把 C? 曲 面 变 到 Cs 曲面 和 三 重 正 交 曲 面 族 变 到 
三 重 正 交 曲面 族 。 由 Dupin 定 理 ， 曲 率 线 瞻 到 曲率 线 ， 从 此 及 点 
变 到 膀 点 ， 并 由 定理 2.18， 平 面 与 球面 变 到 平面 与 球面 。1 把 平 
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面 v 一 const (f 一 1，2，3) 或 者 变 到 一 个 三 重 正 交 平面 族 或 
者 一 个 三 重 正 交 球 面 族 5 都 通过 z=M(co)]。 在 后 一 情形 下 ， 设 
了 为 以 z 为 中 心 的 反 演 , 则 7TM 把 co 册 到 自身 。 从 此 平面 一 const 
映 到 某 一 三 重 正 交 平 面 族 。 这 种 新 平面 可 让 关于 新 笛 氏 坐 标 系 
y 一 const 给 出 。 一 条 坐标 轴 % 一 巡 一 0 (半天 7) 上 映 到 对 应 办 一 

= 0 。 在 第 一 个 情形 下 这 个 映射 为 M， 在 第 二 个 情形 下 这 个 映 
射 为 TM， 所 以 有 一 个 解析 表示 y =y (x )。 上 喘 射 把 球面 x'x 一 
const 恋 到 球面 yy 一 consty 方程 3xidx 一 0 和 yyax 一 0 必 同 
时 成 立 。 因 为 dx 可 以 是 正 交 于 x 的 任 一 向 景 ， 向 量 〈yy) 必 与 
(x) 线性 相关 。 微 分 方程 


jy ， 
了 人 一 csxj，yY(0)= 0 


蔓 含 着 y 一 cx。 所 以 M 或 7M 是 一 平移 。 把 x 坐标 的 原点 变 到 y 人 笃 
标的 原点 ， 接 着 由 平行 于 x- 轴 的 一 旋转 变 到 y 轴 ， 接 着 由 此 为 c 
的 一 位 亿 ! 或 者 M 或 者 JJ 是 一 个 相似 变换 。 

(5 ) 浙 近 曲 线 ”曲率 线 不 是 可 以 作为 定义 曲 面 上 一 个 不 变 
标 架 族 的 唯一 的 不 变 曲线 族 ， 至 少 在 双 曲 曲面 上 天 < 0 不 是 如 
此 ， 通 过 双 曲 里面 上 每 点 有 两 条 渐 近 曲线 ， 它 们 的 切线 是 渐 近 切 
线 ， 从 方程 (3.15) 看 到 ， 一 曲线 是 渐 近 曲线 (名 = 0 )， 当 且 只 
当 它 所 对 应 的 标 架 是 作为 一 条 空间 曲线 的 Frenet 标 架 时 才 可 能 。， 
对 给 定 的 主 曲 率 ， 从 方程 (3.20): 代 入 到 (3.20): 我 们 可 以 计算 
渐 近 方向 ; 从 而 得 到 Enneper 公 式 ， - 


T = 一 开 ， 


让 读者 证 明 下 列 命题 ， 

1 证 明 曲 面 拓 一 cosy/Vcosx 是 一 极 小 曲面 〈《Scherk)。 

2 证明 一 曲面 曲线 的 切线 与 它 的 球面 象 的 切线 在 对 应 点 是 
平行 的 一 个 充分 必要 条 件 是 该 曲线 为 一 曲率 线 。 

3 ” 平面 曲率 线 的 球面 象 是 什么 ? 
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人 旋转 曲面 的 方程 可 写 为 
xl 一 Y(U)cosrg，2% 一 (2)sinz，Xs 一 中 (2 )， 


如 果 作 正规 化 天 十 中 一 1 ， 式 中 2 变 为 子午 线 的 弧 长 ,4 一 const 
是 平行 圆 ， "一 const 是 子午 线 。 男 定 标 架 记 作 公 ) 。 
《4 ) 证 明 采 用 这 个 正 交 参数 曲线 系 的 标 架 是 


el *'cogg ysiny 中 1 
e， | 一 | 一 sin CO8SZ 0 1 
es 一 中 cosu 一 中 sinog 六 i 1/ 。 


《hb ) 对 标 架 te 计算 Cartan 插 阵 ， 并 证 明 平 行 圆 和 子午 线 
都 是 曲率 线 。 

(e ) 证 明 一 旋转 曲面 是 一 极 小 曲面 的 充 要 条 件 是 "= 1 [应 
用 (b) 的 结果 ]。 求 对 应 的 极 小 曲面 。 

(Cd) 曲面 的 第 一 基本 形式 是 ds: 一 du 十 rsdo2。 

曲面 的 形状 也 依赖 于 中 。 由 直接 计算 检验 氏 = j (7 )。 

8， 积 分 理论 。 曲 面 论 的 基本 定理 ”曲面 论 的 一 个 基 本 问题 
是 ， 寻 求 一 个 曲面 ， 它 的 不 变 式 是 给 定 的 ， 并 要 证 明 ， 除 了 欧 氏 
运动 外 ， 这 些 不 变 式 决 定 一 个 曲面 。 这 些 同 高 维 微分 几何 的 一 切 
类 似 问 题 一 样 ， 都 依据 一 个 基本 积分 定理 。 下 面 就 要 论述 这 个 定 
理 的 最 一 般 的 情形 ， 然 后 把 它 应 用 到 曲面 论 上 来 。 

假定 在 变数 4 …，xx 的 某 凸 邻 域 UC 玉 < 中 给 定 开 个 线性 无 
关 的 线性 微分 形式 @" 和 哺 个 线性 微分 形式 o8( na R)。 和 希腊 指标 
总 是 从 1 到 民 ， 罗 马 指标 从 1 到 。 在 已" 中 给 定 一 个 基底 {ei) 和 
一 个 向 量 ru 我 们 要 寻求 一 个 子 空间 rn U 一 巨 " 和 一 标 染 族 {ei(u)}， 
使 得 

dr 一 0“e。， 
de 一 af 18je (3.56) 


r(uo) 一 rm， erCuo) 一 en 
我 们 必须 证 明 ,在 这 些 条 件 下 , 可 以 找到 崔 一 的 映射 rn ”并且 "在 由 
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的 邻 域内 Jacobi 式 的 秩 为 上 。 
暂时 假定 o* 的 系数 是 uE 习 的 C? 函 数 ，oj 的 系数 为 u 的 C! 国 
数 ， 对 于 这 个 问题 必须 具有 两 个 条 件 ，T ，e 张 成 To 2 ，d (dr) 
一 d (dei)= 0。 所 以 应 当 假定 在 避 中 成 立 可 积 条 件 ， 
do“ 一 OF 人 of 多 
0O" 人 ol 一 0， 了 >R， (3.57) 


do 一 of 人 o 刀 


在 已" 中 取 m 作 为 原点 来 简化 这 些 公式 。 在 媚 " 中 的 固定 标准 正 交 标 
架 是 介 )， 则 1ei = 4 人) ,| 六 0。 对 五 * 中 通过 由 的 任 一 可 微 
曲线 c=c(s ), 我 们 把 微分 du" 用 其 沿 c 的 值 (du"/ds)ds 来 代替。 
按照 一 个 正规 化 ， 取 ec( 0 ) =u。 为 了 沿 e 求 积分 的 目的 , 风 可 以 
把 线性 微分 形式 @*= 一 ogdas8，@f 一 导 du" 写 为 

0"“ 一 rds，01 一 id 


式 中 


dt ) 可 
观 一 0 一 TS oj 一 0 人 


设 矿 (s)=(wi(s))、 由 定理 1.16， 和 矩阵 微分 方程 元 /和 5 一 刺 
有 了 崔 一 的 解 X(s ) 一 -47Y(s )。 使 得 F(0)=LCU: 单 位 矩阵 )。 
若 定义 

{ei(S 让 一 和 (CS ) 人 )， 
则 映射 


r(s)= 人， ur(c)es(o)do G.58) 


为 * 的 一 个 可 徽 函 数 。 在 邻 域 凡 中 取 一 点 m=r(si) 并 以 中 另 一 
曲线 co*(s*) 来 连结 o 和 u 一 c(s)。 引 用 与 上 面 同样 的 过 程 ， 得 到 
另 一 组 解 *(s5)，r*Gs*)。 在 c 和 co* 上 可 以 正规 化 参数 , 使 得 山 一 
c(1) 一 e*(1)(s 和 s* 通 常 不 是 弧 长 )， 若 能 证 明 r(1 ) 一 r(1)， 
就 可 推出 如 方程 〈3.58) 所 定义 的 的 计算 不 依赖 于 曲线 c 的 选取 ， 
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但 只 依赖 于 点 uEU7 的 选取 。 为 了 证 明 这 个 事实 ， 寻 求 蕊 不 只 依 
赖 于 曲线 c( s ) 和 c*( s )， 并 依赖 于 整个 族 


csS)= 一 (1 一 1)c03)Tt 3) 0 委 3，1 入 1， 


(3.59) 
cx(s ) 的 一 切 点 都 在 凸 区 域 凡 内 。 沿 一 条 曲线 co 
ai dc 
-一 (1 一 二 ) 直 (3.60) 


这 是 
dc=|[(1 下 全 + 人 arr- -di (3.61) 


的 一 个 特殊 情形 。 移 阵 


矿 (cr(S )) =-(5eCsD (1 一 1 对 让 -十 5 了] 二 ])G， 62) 


是 上 的 一 个 可 微 函数 ， 于 是 卸 阵 X(c(s)) 是 对 常数 上 从 
丈 (cr\s )) 由 求 积 分 而 得 到 的 。 关 于 这 个 证 明 的 第 一 步 要 指出 : 


{ei(1，T)) 一 X(ciC1 )40= | ， 柬 (c(c)da{(ei(ay)》 


不 依赖 于 f5 即 标 架 {ei(u)} 不 依赖 于 在 它 的 定义 中 所 采用 的 曲 
线 c。 从 (3.61) 和 (3.62) 推出 


才 一 ofds 十 (ce 一 cd 
从 上 列 定义 ， 有 


22 22C(1 一 上 )c 十 fc” "doei(ayi) 

+| ， 0 一 c) doei(c，1) 

+| ， 时 [CT 一定)c 十 1 "da -2 一 一 (If)。 
在 si(1，1) 一 e(1，0)= | 。(Ceey/d) 未 的 积分 过 程 中 ， 把 第 
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二 个 积分 应 用 积分 次 序 的 交换 和 分 部 积分 法 。 常 数 项 因为 c(1) 
= " (1 ) 而 等 于 零 ， 于 是 推出 


ei( 1， 1) 一 eff1， 0) 
-iT 滞 wavrem 


-和 (e* 一 sdrAda 


ES 
一 (一 De drAdc 
= ad (ofen)= 0 (由 候 设 )，! 
按 同 法 ， 若 令 
WwW"(S，T) 一 ac(s))CC1 一 二 )c 十 扣 7 6 
则 流 形 是 
[Cs， 拉 = 人 oo，t)e(cy da。 
同上 而 的 计算 完全 一 样 ， 我 们 得 到 


or(1，i)_ 人 f1 acg 
2 0 


1 
+ | age(e*/ 一 cc )pda 


eu[(1 一 f)c 二 fcw ]pda 


+ c8C(1 一 二) 十 纪 r/ Eeee do， 
由 分 部 积分 法 ， 从 些 推出 


IC(1) 一 Mr(1)=r(L，1) 一 r(1， 0)= |, 剖 (1， TY)dt 


0 寻 
= d (o"e。) 一 0， 
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式 中 . 
Oo"(SsS，f) 一 (CS，)ds 二 ag(c* 一 C)8di。， 


形式 @" 是 已 党 中 一 个 基底 。 王 * 的 对 偶 基 底 是 {xs}。 若 一 曲线 c. 在 
0 的 切 向 量 是 x。。， 出 
dc。 9 、 
o( 允 -2 


这 表明 Jacobi 式 Jur 在 u= 0 的 秩 是 尺 。 因 为 这 个 Jacoti 式 是 连 
续 的 ， 所 以 它 在 u= 0 的 邻 域内 的 秩 是 。 我 们 证 明了 下 面 的 
定理 ， 

定理 2.24 在 一 个 开 区 域 芝 CC 瑟 : 中 定义 的 个 CI 线性 无 关 
的 线性 微分 形式 o" 和 (2 >R) 个 CI 线性 微分 形式 o 思 在 任何 
一 点 赋 坟 的 邻 域 中 决定 唯一 的 子 空间 rE" 和 唯一 的 标 架 族 
《et ， 使 得 


r(u)=r er(u)=en le 天 0， 
dr 一 0"eu， dei 一 ofe) 
的 一 个 充 要 条 件 是 ， 
do 一 op 人 Ao8g daoj 一 o7 人 ob 


我 们 把 这 个 定理 应 用 到 关于 豆 ? 中 曲面 的 若干 存在 性 和 唯一 
性 定理 。 

定理 2.25 ”两 个 变数 的 微分 形式 o，o3，oji，o; 除了 一 个 
欧 氏 运动 外 ， 决 定 一 个 曲面 的 一 个 充 要 条 件 是 @:! 人 o:7z 0 及 方程 
(3.21) 和 (3.22)》 成立。 

车 定义 of = 一 o4， 则 和 拖 阵 柬 属 于 终 (O0,)。 若 4 是 正 交 的 , 则 
一 是 一 个 正 交手 阵 ， 因 而 标 架 {e,} 是 标准 正 交 的 ， 所 以 两 组 不 同 
的 初始 条 件 决定 的 曲面 是 选 合 的 。 定理 2.24 在 几何 上 的 重要 性 在 
于 这 样 的 事实 ， 若 4 在 Lie 群 G 中 和 (of 在 多 (G) 中 , 则 开 应 
在 G 中 。 定 理 2.24 获 涵 着 对 任 一 Klein 几何 中 任何 类 型 的 子 空 间 
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都 有 与 定理 2.25 相 仿 的 叙述 。 

这 里 可 以 讨论 曲面 论 中 可 微 性 的 自然 条 件 的 问题 。 上 曲 率 、 曲 
率 线 和 Darboux 标 架 可 从 dr 和 dN 来 计算 。 方 程 〈3.30) 表明 ， 连 
一 条 曲面 曲线 的 相对 挠 率 都 可 以 从 主 曲率 〈 即 二 阶 不 变量 ) 得 
到 。 从 此 出 发 ， 我 们 可 取 C: 空 间 曲 线 ， 它 们 没有 Cartan 和 拖 阵 
《2.5)， 但 只 有 与 C(4)=(2) 相关 联 的 标 架 ， 其 中 

(2 十 ( 放 )2 一 义 。 

”在 曲线 论 〈8 2) 里 已 经 证 明 过 空间 曲线 的 基本 定理 : 给 定 任 
意 两 个 连续 函数 R(s) 和 TY(s) (cs 委 s 魏 0) ( 除 一 迭 合 外 ) 
唯一 地 决定 一 条 C2 空 间 曲 线 。 现 在 令 述 曲面 论 里 的 相应 定理 。 

我 们 提出 这 样 的 问题 ， 一 个 曲面 是 否 由 它 的 两 个 基本 形式 
〈 除 一 迭 合 外 ) 决 定 的 。 这 是 线性 代数 的 一 个 古典 问题 ， 就 是 两 个 
二 次 形式 [ =goedaedue 和 工 一 /edu"daus， 其 中 一 个 是 正定 的 ， 可 
以 借 一 个 线性 变换 〈r9) = (dup)(CA 把 它们 同时 变 为 对 角 型 
工 一 Z(r)2 工 一 Zp(r)2。 


主 曲 率 是 特征 方程 |&g。e 一 Jil= 0 的 根 。 若 两 个 基本 形式 是 给 定 
的 ， 则 主 曲 率 和 形式 r" 可 用 一 代数 方法 而 得 到 。 

对 角 化 第 一 基本 形式 的 形式 @" 是 7 的 一 个 基底 , 所 以 定义 在 
山 面 上 一 个 函数 的 微分 可 写 为 

: djf=/iol+/ oo 《3.63) 

函数 记 . 叫 做 了 关于 标 架 {ei 〈 它 属于 o") 的 协 变 导数 。 若 标 架 是 
不 变 的 ， 则 产 . 叫做 在 "上 的 不 变 导数 。 以 后 只 用 到 关于 曲面 上 
Darboux 标 架 的 不 变 导数 。 

在 Darboux 标 架 的 情形 下 ， 采用 主 曲率 局 ， A 的 方向 为 ab ay 
〈 见 第 2 段 )， 这 时 


dr 一 Alal 十 2ay， 


可 是 ai 的 方向 决定 于 空 = 0 ， 而 a: 的 方向 决定 于 呈 = 0 。 所 以 在 
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采用 Darboux 标 架 时 ， 曲 率 线 的 微分 方程 是 
TI 一 0。 
由 《〈3.28)， 在 曲面 的 各 点 所 对 应 标 架 的 Frenet 方程 是 
dai=rias 十 Arlas， 
da: 一 一 ma 十 par'as， (3.28)7/ 
da 一 一 ATIa 一 AT2a:。 
这 样 ， 采 用 Darboux 标 架 时 ，Yi，x:，T: 都 是 以 好 ， 红 的 函 


数 为 系数 、 关 于 dul，duz 的 Pfaff 形 式 。 因 而 ， 只 要 注意 到 Tl，Y 
是 独立 的 ， 就 可 写 出 


T3 一 pri 十 pr2。 (3.647) 


现在 要 给 出 p,，p: 的 几何 意义 。 
当 点 r 沿 曲率 线 rz: = 0 的 方向 移动 时 ， 就 有 


dr 一 Tlai， 
da 一 Pirla: 十 ATlas。 


因为 沿 曲率 线 宅 = 0 ，ds:= (ra)5 -2 是 它 的 曲率 向 量 ， 从 


而 ， 按 照 


-da 
区 1 
可 知 p, 是 曲率 线 呈 = 0 的 测 地 曲率 。 同 样 P: 是 曲率 线 ri= 0 的 测 
地 赐 率 . 
在 Darboux 标 架 的 情形 下 ，(3.63) 可 改写 为 


df = 十 六 2r25 (3.64)/ 


沿 曲率 线 T= 0， X!: 是 它 的 弧 长 ， 并 有 
， dj/ 


-一 


一 pia: 十 久 asy 


本 
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又 沿 曲 率 线 : = 0 ， 衬 是 弧 长 ， 并 有 
_ 7 
由 此 可 见 ，jvo， 7: 是 洛 曲 率 线 表达 函数 j 的 变化 率 。 
车 / 是 "上 的 不 变 函 数 ， 则 不 变 导数 也 是 不 变 函 数 。 我 们 由 
下 式 来 定义 关于 主 曲 率 的 四 个 新 的 不 变量 Re 


Op 一 RiTILI 十 RsT2。 (3.65) 

按照 (3.64)， 方 程 (3.21) (把 其 中 四 改 为 ) 可 改写 为 
drI 一 PirL 人 Ar2，dm2 一 prI 人 2 《3.66) 
从 此 ， 可 以 计算 pl，p。 


此 外 ， 由 于 已 知 


T 一 包 iT 了 一 RaT2， 


再 利用 (3.65)，Gauss-Codazz 方 程 (3.22)( 把 其 中 中 改 为 ) 
可 改写 为 P，p: 与 已 ， 有 久之 间 的 关系 式 ， 


ps 一 pi 一 已 十 十 p3， (3.67) 
As 一 Pi(A 一 忆 )， 
Au 一 Pi( 久 一 请)。 


方程 (3.67) 是 Egregium 定 理 : 由 于 它 盖 明 了 如 何 从 p。 来 计算 
总 曲率 ， 而 p。. 只 与 第 一 基本 形式 有 关 (〈 见 〈3.66))， 现 在 可 以 把 
定理 2.25 改 变 为 ; 

定理 2.26 ”一 个 正定 二 次 形式 IT 和 一 个 二 次 形式 工 是 一 个 滥 
面 〈 除 选 合 外 是 唯一 的 ) 的 基本 形式 的 一 个 充 要 条 件 是 方程 
(3.67) 和 (3.68) 成 立 。 

一 个 重要 应 用 如 下 ， 如 果 只 工 是 给 定 的 ， 则 p。 与 总 曲率 可 从 
方程 (3.66) 和 (3.67) 计算 ， 如 果 某 些 Pfaff 形式 @"[qs= 
(ol)2 十 (@5) 习 换 为 不 变形 式 r"。 若 从 方程 (3.68)， 由 已 一 玉 /p 
消去 久 , 则 第 二 基本 形式 可 以 从 dA 一 am 十 pzr2 得 到 。 由 构造 ， 
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(3.68) 


可 积 条 件 是 满足 的 ， II 总 是 某 曲 面 的 度量 。 故 有 

定理 2.27 ”关于 两 个 变数 的 一 个 C?* 正 定 二 次 形式 总 是 某 赐 面 
的 工 . 

这 个 结果 阐述 了 曲面 论 与 已 (#>> 3 ) 中 超 曲 面 论 之 间 的 分 
靶 。 因 为 我 们 可 以 证 明 ， 一 个 超 曲 面 的 goe 必须 满足 一 组 依 豆 于 
第 二 基本 形式 的 偏 微分 方程 。( 见 本 节 第 6 段 末 。) 

例 1 G. Monge (微分 几何 创始 人 之 一 ) 曾经 广泛 地 研究 
过 一 个 类 型 的 曲面 ， 就 是 由 


PipD2 一 0 
所 确定 的 所 谓 “ 陶 形 曲 面 ”( 样 板 曲面 )， 车 bp; =p: 一 0， 则 由 
(3.64) 可 知 吗 = 0 ， 这 种 曲面 是 平面 和 正 圆柱 面 〈 见 5.B)。 若 
pl:= 0 和 p: 和 0， 则 由 (3.28) 可 知 曲 率 线 mr? 一 0， 可 从 Frenet 
方程 


0 0 RATLNV 
| 0 0 .0 = 
一 Rnl 0 0 
求 积分 而 得 到 。 它 是 在 曲面 的 一 个 法 面 上 的 一 条 平面 曲线 ; 疝 形 
曲面 是 正 交 于 一 个 单 参 数 平面 族 。 
例 2 ”为 了 以 后 的 应 用 ， 我 们 将 寻求 总 曲率 玉 = 一 1 的 曲面 
关于 渐 近 参数 曲 色 的 dss。 首 先 ， 给 出 关于 曲率 线 参 数 的 曲面 。 


082 一 已 (ds 十 (ds2)2. . 
因为 za 一 巨 1ads:，m 一 GI2ds2， 所 以 一 个 函数 的 不 变 导数 是 


-la _Bj -1 
一 已 -0 DT， 一 CGI 人 5 。 


由 假定 ， 我 们 可 以 令 户 一 ctgc 和 包 一 一 ta。 从 〈3.66)， 我 们 有 


1 -im 9 玉 1 一 DC 
p 一 一 一 ETG 12 5 pb 一 一 到-G 1 忆 -173 人 
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(( 因 由 外 微分 ,dr:= (+ 襄 dejnas 


一 一 9 已 全 ds2 人 dsL， dm2 = 二 22( 合 2 1S1 +- 且 2 22 ds *) 
人 ds: = 一 172 2G -ds 人 ds ) 方 程 〈3.68) 变 为 
忆 ” 2 了 一 2ctg9 5 ，G- -29 一 2tgo-23 -二 岗 四 


这 两 个 方程 仅 包 含 一 个 变数 的 导数 ， 它们 是 容易 积分 的 ， 并 给 出 、 
log 刀 =21oglsinac| 十 logj(s)，fiog CG=2loglecosal 上 log 9g(sS]。 在 
曲率 线 上 变更 尺 订 ，dul 一 (CsD1Y2as:，du: 一 g (Yads ， 则 第 
一 基本 形式 变 为 
dsS: 一 Sin2a(da02 十 costa(dd2)2。 (3.69) 

取 曲 率 线 为 参数 曲 线 ， 则 第 二 基本 形式 是 I 一 1 (do 十 1 
(da 2 一 局 (TD) 2 十 (rr5023 从 此 帮 一 六 五 一 sinacosc 和 1 一 应 CG 一 
一 Sinccosc。 现 在 可 写 

一 Sinccosa(d 绍 十 do) (da 一 do 。 (3.70) 
用 对 一 9 一 ， 好 一 9 十 汪 来 定义 新 参数 Y”， 则 此 线 9" 为 腥 面 上 的 
渐 近 曲 线 。 关 于 新 参数 

ds:= (d952 十 2c0s2adqldq: 二 (qq3)2 (3.71) 


五 一 @=1 的 人 参数 曲线 系 是 一 Je6amres 网 。9" 自然 是 de6anrea 网 
的 曲线 弧 长 。2c 是 曲面 上 任 一 点 的 渐 近 曲线 的 交角 。 它 从 Gauss 
方程 (3.67) 可 以 计算 。 这 个 方程 关于 曲率 线 参 数 必 是 

2 一 1 一 SinccosOy (3 . 72) 
这 通称 为 Sine-Gordan 方 程 。 Gauss 方程 (3. 67) 关 于 渐 近 由 线 参 


数 9" 是 


ax(2o) 
50i159z 一 Sin2C。 (3.73) 
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下 列 命题 让 读者 证 明 ， 

1 一 个 球面 的 线 素 是 ds:=d9q: 二 cossqgd0*， 存 在 这 样 的 曲 
面 (局 部 的 )， 它 们 与 球面 成 等 距 对 应 ， 并 以 中 和 8 为 曲 率 线 参 
数 ， 又 具有 主 曲 率 


玉 一 (1 一 czieos29 中 ) -12，R 一 《1 一 c2eos2p)12 


证 明 这 个 叙述 ， 并 求 豆 * 中 这 样 一 个 曲面 的 坐标 。( 应 用 前段 第 
4 题 。) 

2” 若 及 = 及 (1)，R 一 Rs 人 (2)， 证 明 R，R，，pb pP, 不 能 
决定 唯一 的 曲面 。 

3” 车 一 个 曲面 的 主 曲率 之 间 存 在 一 个 关系 (A，A) 一 0， 
贡 称 为 矿 曲 面 。 这 时 可 导入 一 个 辅助 变数 六 ， 并 表 达 主 曲率 为 
入 一 己 ( 天 )， 色 一 已 (及 ) KK 下 (有 下) 一 AF7 (AD)。 

(a) 证 明 ， 关 于 曲率 线 参数 ， 

ds 一 扩 2(dsl)2 十 瓦 / 《 玉 )72(adS2 2 

(pb) 求 出 对 玉 =const 和 对 万 一 const 的 曲面 己 (Dini)。 

全 ”证 明 具有 平均 曲率 为 常数 和 平面 曲率 线 的 一 曲面 是 一 个 
旋转 曲面 (Dini)。 

5” 证 明 螺旋 面 是 灭 曲面 (Beltrami)。 1 

6” 证 明天 = 一 I 的 曲面 的 面积 元 素 是 a 一 sin2cdg! 人 dd?。 

9. 曲面 的 等 距 映 射 “在 第 2 段 末 ， 我 们 已 经 讲 过 两 曲面 py 
9 是 等 距 的 定义 ， 就 是 车 ds3(al，xa) = ds3(a，2)， 则 称 两 曲面 
pP，9 是 等 目 的 。 

现在 对 等 距 有 映射 作 进 一 步 的 讨论 。 

给 定 两 个 曲面 p， q 与 p 到 4 的 一 个 微分 同 胚 下 。 要 寻求 在 严 之 
下 ， 使 它们 的 线 素 保留 不 变 ， 
ds2(p，dp) 一 ds:CFp，dFD) 
的 充 要 条 件 。 

容易 知道 ， 若 映射 是 等 距 的 , 则 有 属于 q 上 某 标 架 的 形式 o5 
使 得 
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o8(p，dp) 一 O3CEp，dFp)。 
由 此 
da 一 daol 一 一 03 人 o3 十 o 人 o3 = 一 0 人 (o? 一 o3) 一 0， 
do3 一 dog=ojA 人 o3 一 ogAoi 一 ofA(o3 一 os)= 0， 
或 者 由 定理 1.3， 
ozi(p，dp) 一 03 (FFp，dFpD)。 
并 又 有 ( 见 (3.33)) 
do3 = 一 KogAo3=do3i = 一 Kol 人 oa 
即 
开 ,(p)= 天 (FFp)。 


关于 在 p 上 一 曲线 的 标 架 ，@3, =Pads。 由 假设 ，ds 关 于 这 个 了 映 身 
是 不 变 的 。 由 此 一 昌 线 与 它 关 于 等 下 映射 之 下 的 象 ， 在 对 应 点 的 
测 地 赐 率 必 相等 。 故 得 

定理 2.28 〈Gatss) 曲线 的 测 地 曲率 与 向 面 的 总 曲率 是 曲面 
的 等 距 不 变量 。 

对 总 曲率 来 说 ， 这 就 是 定理 2.13。 

下 面 要 求 出 两 曲面 互 为 等 距 的 充 要 条 件 。 为 此 ， 把 它 分 为 几 
个 不 同情. 

五 不 是 常数 的 情形 

网 一 const 定义 两 曲面 中 每 个 曲面 上 一族 曲线 . 这 些 曲 线 在 
肌 射 已 下 相互 为 象 。 在 每 点 ， 令 c: 为 切 于 开 一 const 的 单位 切 向 
量 ，ci 为 该 曲线 在 切面 上 的 法 向 量 ，cs 为 单位 法 向 量 一 N。 这 样 
{c# 是 责 曲 面 中 每 个 曲面 上 的 不 变 标 架 族 ， 并 在 映射 斑 下 ， 这 些 
标 架 是 相互 对 应 的 。 它 们 在 开 为 相对 极 值 时 是 不 能 定义 的 。 微 分 
形式 o"* 的 对 应 值 记 为 Y“， 则 可 写 dp=Yjcu 十 Y?co。 。 上 面 的 结 
果 变 为 

Y2 一 Y3， Y 和 一 Yi。 (3.74) 
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关于 这 个 新 标 架 的 不 变 导 致 用 半 支 点 来 记 ， 

af=AYT+TjaY: 由 标 架 的 构造 ， 玫 2 一 及 oo 一 03 从 d 开 一 
开罗 一 天 Y 推出 
Ka=Ka。 (3.75) 


这 里 有 两 个 可 能 的 情形 , 

A. Jacobi 式 |yu( 氏 天 0) 天 0。 这 时 ， 天， 和 天 2 是 
刀 和 全 的 独立 函数 ， 因 此 ， 天 ， 和 天 可 以 取 作 pp 和 9 的 新 垦 
标 ， 以 代替 刀 和 刀 。 为 了 方便 ， 把 指标 p 去 掉 。 开 =const 是 参 
数 曲 线 Y= 0 天 ;一 const 是 曲线 Y= 0 ， 则 在 映射 严 之 下 的 
-对 应 点 具有 相同 的 储 标 (天 ， 天 ;) 的 点 。 和 条件 (3.75) 不 足以 
保证 丘 是 一 等 距 有 映 射 ， 从 di 一 天 ;4 1Y1 十 天 2 推出 另外 两 个 
委 件 


下 2 一 开 o0， 下 os 一 并 oo。 (3.76) 
条 件 (3.75) 和 (3.76》 与 定理 2.30 合并 起 来 就 足以 使 为 一 
等 距 了 映 射 。 由 于 Kas=0， 所 以 位 可 从 d 开 = 天 71 计算 ， 然 
后 从 
Cd 站 :一 天:2YI 十 下 和 ay 加 
来 计算 Y. 由 标 架 的 构造 Y8=Y38 即 dsz(p，dp) 一 di2(9， 
1 

。Jacohbi 式 |Ja( 玉 ， 天 | 一 0， 这 时 ， 两 个 函数 反 和 天: 不 

性 故 可 号 为 


天 一 了 上 ( 久 )， 
这 时 不 能 采用 它们 作为 灰 标 。 由 于 qd 天 = 天 ,Y!， 所 以 得 出 
1 qdK 
Y 一 了 (RJ 


在 窒 =piyi 十 puy2 中 的 函数 p, 也 可 以 计算 如 下 . 从 ddK) 一 
df(E)YD=d (KiYD 一 天:aY2 人 YI 十 天,dY! 一 帮 iu 2Y2 人 YI 十 
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下 一 六 人 7 一 (as 一 天 apDY2 ANY 一 0 推出 


开 ， 


但 一 -让 二 pey5 


p: 是 一 个 不 变 函 数 ， 它 可 以 不 依 赖 于 天 。 

1) jyVw(K，ps)| 天 0 。 这 时 天 和 p: 是 独立 的 ， 所 以 在 p 和 
qd 上 都 可 取 开 和 P: 作为 新 坐标 。 象 清 形 .4 那 样 ， 它 们 确定 具有 相 
同 坐 标的 点 的 唯一 的 映射 三 。 中 射 是 等 下 的 ， 当 且 只 当 ( 见 
《3.75) (3.76)) 


P2 一 Po Po 一 Pa Po 一 Po 〈3.77) 

2) |Jx (天 ，p:,)|=0。 这 时 p: 是 天 的 函数 ， 记 作 p: = 

9 ( 玉 )。 在 参数 曲线 站 一 0 上 , 我 们 可 取 天 作为 参数 ; 这 相当 于 一 
个 参数 化 , 使 f (天 ) 一 天 := 1。 由 假定 ,在 p 上 某 一 邻 域 中 Po 一 


gi(KD) 即 dy3 一 9(KD)dKAY3 〈( 见 (3.21) “与 上 面 Y 的 表 
达 式 。) 闭 令 


logG(KD -一 oOdK 


则 d(G (KW 一 0。( 因 dG(KNY 入 一 dG(KDAY3TG(K) 
43- 误 4KA+CCKDe(KN)dKAY. ) 又 转 定 义 3 
一 人 (Ko)( 一 9(KD))。 于 是 存在 一 个 函数 4 使 得 

du 一 GCK DY3。 
天 和 4 可 取 作 两 曲面 的 参数 。 度 量变 为 


de: 一 d 肛 :十 


了 2 
GCT 和 
当 且 只 当 
G(KN)=GCKd (8.78) 
时 ， 两 曲面 是 等 距 的 。 | 
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著 G/ ( 开 ) 十 9 (天 ) 一 1, 则 曲面 与 旋转 曲面 (G (天 )cos 4， 
GOK)sinx，9(K)) 是 等 距 的 。 这 样 一 个 曲面 映 到 它 自 身 
上 容 有 一 个 单 参 数 等 距 轴 射 族 ， 就 是 旋转 (天 ，4D) 一 (天 ,24 十 
C )。 

在 要 证 明 

定理 2.29 两 个 常 曲率 曲面 是 等 距 的 一 个 充 要 条 件 是 这 两 个 

曲面 的 总 曲率 相等 . 
， ”必要 性 已 经 证 明 (定理 2.28)， 现 在 要 证 明 充 分 性 ， 
| 设 在 p 和 q 上 的 储 标 分 别 是 〈x") 和 (o")， 在 每 个 曲面 上 
给 定 了 标准 正 交 标 架 。 关 于 这 些 标 架 的 Pfaff 形式 是 o8(x， 妈 ) 
和 os(o:，22)。 在 4 上 把 给 定 的 原 标 架 旋转 一 个 角度 06(o:，2o)， 
关于 这 个 新 标 架 的 形式 记 作 o3(o:，%25，0 )。 我 们 可 以 求 出 一 个 
映射 7 一 六 Cs， 妈 )， 使 得 一 已 知 点 ps 映 到 一 已 知 点 (初始 条 
件 ) 和 
CC ，22， all cu9 一 O3(21， 2，0，dnl，do2，a0) 一 0， 
0O3(11，22， dl，d02) 一 03(01，202，0，dv5 
do25 db) 一 0， (3.79) 


GO3 (2 dd 一 oo 0， 0， 
dnl，cao2，d0) 一 0。 


这 个 结果 理 洱 着 一 个 可 迁 等 距 变 换 群 作用 在 任 一 常 曲 率 曲 面 上 ， 
使 p=q。 因 为 6 是 可 以 预先 指定 的 ， 所 以 群 也 可 迁 地 作用 在 切面 
的 向 量 上 。 人 参数 的 数目 至 少 侠 三 。 所 有 这 些 结果 是 纯粹 局 部 的 。 

为 了 证 明 有 关 方 程 组 《3.79) 的 论断 ， 先 把 定理 1.8 改写 为 
如 下 的 形式 ， 

Frobenius 定 理 ”方程 组 

@*" 一 af(x1，…， xdxi 一 0 - 

(3.80) 
(Qa 一 1 和 一 Ri 了 一 1 7) 
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( 式 中 o 为 C1 画 数 ) 是 完全 可 积 的 充 要 条 件 是 存在 Pfaff 形式 
oz …，2% dx …，dx)， 使 得 外 微分 dgo" 可 写成 如 下 的 
形式 ， 

do" 一 0 人 op。 《3.81) 

这 是 定理 2.24 的 一 个 推广 。 为 了 把 定理 1.18 改 为 上 述 形式 
的 过 程 ， 还 有 必要 作 下 列 两 点 说 明 ， 

1) 先 把 条 件 (1.5.54) 改写 为 

do" 人 oOI 人 人 … 人 oo 一 0(a 一 1 7 一 卢 )。 - 
(1.5.54) 
现在 来 证 明 这 个 条 件 与 条 件 (3.81) 是 等 价 的 。 

由 〈3.81) 推出 (1.5.54) 是 显然 的 。 只 要 证 明 其 道 设 
of wo" 是 这 样 的 & 个 线性 形式 ， 使 o，…，@" 构 成 一 
切线 性 形式 的 一 个 基底 ， 我 们 号 

do" 一 oo 人 oo” (〈(1<m)， 

因为 do* 人 ol 人 人 … 和 No“ … 一 0， 所 以 我 们 有 

和 0D1I 人 … 人 oo' 人 o" 一 0 (% << 1 <<1)， 
出 此 ， 当 ? 一 R< 必 1 < 人 时 ， 

do@" 一 (一 Fo7) 人 oo (1! 一 1，…， 一 R， 仿 一 
1 十 工 ，… 2 )， 

因 括 号 中 是 线性 形式 的 线性 组 合 ， 所 以 仍 是 一 个 线性 形式 ， 把 ! 
改 为 B， 并 令 一 六 .o7"=o8， 则 上 式 就 是 (3.81)。 

2) 把 (1.5.69) 中 的 7 改 为 Q，4，C 改 为 1， 了 = 1， 
…，#， 则 (1.5.68) 就 是 (3.80)， 

现在 来 阐明 有 关 方 程 组 (3.79) 的 结论 是 Frobenius 定理 的 
一 个 直接 推论 。 

在 方程 组 《3.79) 的 情形 中 ， 令 


一 一 3 一 2 3 
9 一 0# 一 09，03 一 @ 一 0319 
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由 假设 ， 


caol 一 03 人 ac: 一 02 人 oo? 
do: 一 0 人 al 十 os 人 ai， 
da 一 ( 开 o 和 人 ai 一 (Ko 芒 人 ca2， 


由 Erobenius 定理 可 知 ， 关 于 五 个 变数 妈 ， 好 ，05， 呈 8 的 三 
个 方程 的 组 〈3.79) 是 完全 可 积 的 ， 所 以 对 给 定 的 初始 条 件 可 以 
求 出 〈o1，o，6) 作为 〈4，) 的 一 个 函数 。 

下 列 命题 让 读者 证明， 

1 第 一 基本 形式 为 ds:=g(o!， op)[(do02+ (do959， 则 
称 w， 呈 为 曲面 的 等 温 参 数 。 证 明 ; 一 个 六 C 曲面 总 有 等 温 参数 。 

2 证 明正 为 共 形 映射 的 条 件 是 ， 


(@ 芒 十 (oo 和 一 C GCCo 纪 * 十 (os)， 


应 用 1 证明 任 一 5: 曲面 是 与 平面 共 形 的 。 
3” 如果 


总 
(ol，0o3) 一 (oj 人 ad 一 5= 
2 dd 


则 称 映射 是 等 面积 的 ， 验 证 这 个 方程 ， 并 证 明 任 一 曲面 都 有 等 面 
积 映 射 映 入 平面 。 


8 2.4. 直 纹 面 与 直线 汇 ， 


本 节 里 所 描述 的 方法 是 以 Study 与 Blaschke 削 工 作为 基础 
-的 。 基 本 想法 是 以 点 代替 直 缓 ， 把 所 论 的 直线 的 轨迹 表示 到 球面 
上 由 点 构成 的 轨迹 。 

1. 直 纹 面 有 中 单 参数 直线 的 轨迹 称 为 才 级 面 ， 这 些 直 线 
称 为 它 的 母线 。 例 如 螺旋 耐 、 单 叶 双 曲面 、 双 曲 撑 物 面 等 都 是 特 
殊 类 型 的 直 纹 面 。 
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我 们 引入 一 个 满足 条 件 _ ， 
T2= 0 《4.1) 
的 不 定数 ， 若 。 和 占 是 实数 ， 则 称 4 = 4 十 世 为 一 个 对 偶数 。 
把 对 偶数 考虑 作 服 从 定义 关系 式 让 = 0 的 的 多 项 式 ， 这 意味 着 
两 个 对 偶数 4 和 4= 居 十 r 六 的 和 与 积 可 定义 如 下 ， 


4 二 4 一 (aa 十 ao) 十 T(B 十 be)， 2 
4.2 
.444* 一 ay 十 T(abr 十 arb)。 


对 偶数 的 全 体 构 成 一 个 代数 ， 不 是 一 个 域 。“ 纯 对 偶 ” 数 世 是 堆 
因子 ， 因 为 〈rb)(r) = 0 。 在 代数 中 的 纯 对 偶数 妆 没 有 它 的 
送 ， 即 不 能 做 除数 。 因 为 ， 如 果 令 


4 一 4 (和 X=XT+TT9) (4.3) 
则 由 乘法 的 定义 ， 得 
aGX 一 Gy，ay 十 DxX 一 0*， 
然而 第 一 式 限于 ac 夫 0 时 始 可 解 ， 即 当 .4 的 实 部 分 入 0 时 ， 
4 
4 


才 有 意义 ， 换 言 之 ， 纯 对 偶数 Y0 不 能 做 除数 
在 正 : 中， 一 条 有 向 直线 可 以 由 它 的 两 点 x 和 yy 来 决定 , 令 
a=p(y 一 )， a=p(xx 由 ， 《4.4) 
式 中 户 为 不 等 于 零 的 常数 。 


a 和 a 的 六 个 分 量 a，5(i = 1，2 ，3 ) 称 为 直线 的 Pltcker 
齐 次 直线 坐标 ， 除 了 一 个 比例 因 子 外 是 确定 的 。 两 个 向 量 a 和 


及 "8a 一 09 《4.5) 
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这 称 为 Plucker 恒等式 . 因为 p 是 任意 的 ， 我 们 可 取 适 当 的 
p ,使 
lal 一 1。 (4.6) 
单位 向 量 a 是 直线 的 方向 余 弱 ， 它 不 依赖 于 点 x 和 y 的 选择 。 对 
直线 上 任意 两 点 ， 
y 一 x 十 |y 一 xla， 
由 于 两 向 量 m，n 线性 相关 〈 即 平行 ) 的 充 要 条 件 是 mxn= 0， 


yxa 一 (x 十 |y 一 xla) xa=xXa 一 ai 


反之 ， 若 zxa=a， 则 z 一 x 平行 于 a 的 方向 ， 所 以 z 一 x 土 |z 一 

xla 在 这 条 直线 上 .总 之 , 一 点 z 在 向 量 ay a 的 直线 上 的 充 要 条 件 是 

zxXa 一 a， (4.7) 

在 刁 :? 中 的 有 疝 直 线 集 合 与 天 :中 服从 两 个 条 件 (4.5)， 

(4.6) 的 向 量 偶 是 成 一 一 对 应 的 ， 于 是 我 们 可 以 期 望 把 它 表 示 为 

三 "中 的 某 一 四 维 集合 。Study 取 对 偶数 的 三 元 组 的 空间 也 来 代 
替 实数 的 六 元 组 ， 


公 1 一 %i 十 TXi， : 一 X%s 十 TX2， 人 3 一 Xe 十 TXs。 
在 想 中 每 条 直线 用 Ds 中 的 对 个 向 量 
A 一 a 二 Ta (4.8) 
来 表示 。 因 为 a'a= 1 ，aa= 0 ， 并 把 向 量 的 数量 积 的 定义 形式 
上 变 到 对 偶 空 间 中 ， 则 A'A=a'a 十 2ra.a= 1I 。 所 以 A 是 一 对 倡 
单位 向 量 。 故 得 


定理 2.30 在 达 ' 中 有 向 直线 与 刀 中 对 偶 单位 球面 A.A=1 
上 点 构成 一 一 对 应 。 这 称 为 Study 的 推移 原理 。 


两 直线 A 一 a 十 ra，B=b 十 Tb 的 数量 积 是 A.B=a,b+rCG,b 
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十 ab)， 因 为 a 和 都 是 单位 向 量 ， 所 以 ab 为 两 直线 的 夹 角 申 
的 余弦 , 此 为 A.B 的 实 部 分 的 几何 意义 。 现 在 考察 A.B 的 对 偶 部 
分 的 几何 意义 :在 空间 中 两 条 不 相交 的 直线 有 一 条 公 牌 线 (图 
2.21)， 令 它 与 A 和 B 分别 交 于 x 和 x*。 车 A 和 B 相 交 ， 则 取 
交点 为 x=x， 若 两 直线 平行 ， 则 x 和 关 "可 以 取 在 任 一 公 垂 线 上 
一 对 点 。 不 管 在 那 种 情形 下 , 两 直线 的 距离 沪 是 定义 为 从 x* 到 x。 
利用 方程 〈4.4) 计算 数量 积 ， 我 们 在 A 上 取 点 y=x+a， 在 B 
上 取 点 六 一 疙 十 b， 则 
ab 十 ab 一 (a，xs*， y*) 十 (xy b) 
一 一 (a，b，x”) 十 (a，b，xX) 
一 (a，b，x 一 X*) 一 一 避 sin。 


图 2.21 


这 个 最 后 方程 地 把 韦 迅 的 行列 式 作为 由 它 的 行 向 量 张 成 的 平行 六 
面体 的 《有 向 ) 体 怠 而 推出 的 。 现 在 对 偶 向 量 的 公式 是 


A.B 一 cos 中 一 Tbpsin 中 。 《4:9) 
这 个 方程 可 以 写 为 更 简明 的 形式 如 下 
对 于 直线 4， 吴 定 义 一 个 对 偶数 

四 = 中 十 tb (4.107 


称 中 为 A，B 的 对偶 角 。 
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一 个 对 偶 三 角 通 数 的 形式 上 的 定义 : 


-1_ 1 7 1 Te_.。 
cos 中 一 工 2 六 中 十 了 到 


给 出 
人 aa 2 站 4 一 
cog 中 一 1 二 单 十 
一 了 3 -5 一 
cp 人 (9 引 中 十 本 站 ) 
一 Co8 单一 Tbpsin 中 ， 
从 此 


AB 一 cos 中 ， (4.9)7 


两 直线 之 间 的 和 角 和 车 离 在 马 * 中 的 欧 氏 运动 之 下 是 不 变 的 ， 从 而 
对 偶 角 也 不 变 ， 记 以 在 刀 中 对 应 的 变换 保持 数量 A.B 一 A'B 不 
变 。 它 具有 对 偶 系 数 的 一 个 正 交 和 矩阵 的 作用 。 在 刀 中 变换 群 ( 在 
矶 "中 欧 氏 运动 的 象 ) 不 包含 任 一 平移 ， 因 为 对 偶 单位 球面 的 中 
心 必 保持 不 动 。 

定理 2.31 在 妃 * 中 的 欧 民 运动 在 刀 * 中 是 由 对 偶 正 交 插 阵 
Gkr 一 (57) 来 表示 的 ， 其 中 xx 一 局 ， 生 5 为 对 偶数 。 

在 对 偶 单 位 球面 上 依赖 于 一 个 实 参数 f 的 一 条 可 微 辐 级 AD) 
素 示 囊 : 中 一 个 可 微 直线 族 ， 即 一 个 直 伊 面 。 这 些 直线 A( f ) 都 
是 曲面 的 母线 。 

对 一 条 C: 曲 线 A( ; ) 的 一 个 标准 正 交 标 扣 是 


A ,一 A( 革 )， A= 疙 二 As: 一 Al XA， (4.11) 


这 里 必须 假定 a(f ) 沿 着 ACt)=a(t)+Tra(t )》 不 是 常 向 量 ， 
即 直 纹 面 不 是 一 个 柱 面 。 在 这 个 情形 下 ，Ai= s 十 rr 有 一 个 正 的 
实 部 分 ;因而 可 以 求 平方 根 ，s +Tr=(x+ty)25 如 果 x% 一 


3，2 一 引 和 ， 由 假定 ，“ 头 0 所 以 As 有 定义 从 翌 一 1 
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求 导 , 表明 A,A:= 0 .从 x(yXz)= (2 2 的 可 以 推出 其 余 的 正 交 
性 关系 式 ， AAA 一 A:A: 一 0 。 由 直接 计算 可 以 验 证 ， 两 个 对 偶 
单位 向 量 的 向 量 积 仍 是 一 个 单位 向 量 ，A3 一 (As，A，A:) 一 1。 
: ， 标 架 (4.11) 在 : 中 有 一 个 直观 的 解释 。 由 (4.9)，A.B= 
0 表示 两 直线 A，B 交 于 直角 。 所 以 A，A:，A: 是 巨 ? 中 三 条 共 
点 的 互相 正 交 的 直线 。 它 们 的 交点 称 为 母线 Ai(t ) 上 的 腰 点 ， 
记 作 SC1)。 sf) 的 轨迹 称 为 直 纹 面 上 的 腰 曲 线 .As: 是 Al(t) 
和 
Ai 十 A 蚊 =ALCE) 十 A 寺 (二 十 BA 
一 A(Cf) 十 关 (fiy Ab)A:CTi 十 0A) 
(0 委 6 往 1) 


的 公 重 线 的 极限 位 置 ， 因 为 A: 同时 垂直 于 A, 和 A,。 这 表明 ， 在 
A(Cr) 上 的 腰 点 是 A(C+ ) 与 “邻近 母线 具有 最 短 距 离 ” 的 点 ， 
As( 1 ) 在 厢 点 处 切 于 曲面 ， 于 是 A:(+) 是 曲面 在 S(f) 的 法 
. 线 。 由 构造 ，Frenet 方程 是 


A， 0 用 07ANV 
-所 [jj -| 0 7] [| (4.12) 
As . 0 一 人 0 As 


式 中 
玉 一 TV， 天 2T 一 (A，A，A)。 (4.13) 


这 个 简化 型 的 Cartan 矩阵 〈 思 is= 0 ) 是 没有 导入 一 个 不 变 参 数 
而 得 到 的 。 天 (1 ) 一 所 (iD) 十 TPR) 和 了 (7) 一 丰 (f) 十 太 ( 


不 是 不 变量 ， 积 分 | Kd: 和 | 7di 是 内 线 A 和 As 的 对 个 弧 长， 
所 以 都 是 积分 不 变量 ， 从 此 


[ me 上 志 d 出 1 


都 是 积分 不 李 量 


钙 
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原来 直 纹 面 与 参数 的 选取 无 关 ， 所 以 参数 尚 可 适当 地 选 取 ， 
如 果 上 请 (1) = 一 0， 一切 母线 是 平行 的 ， 于 是 曲面 是 一 个 柱 面 。 标 
架 (4.11) 不 能 确定 ， 因 为 没有 可 区 别 的 腰 点。 如 果 局 (1 天 
0 ， 就 可 以 由 
- Ac) 一 1 


来 给 出 一 不 变 参数 c 的 定义 。 用 这 个 不 变 参数 表达 ， 一 阶 不 变量 
是 
已 一 aa (4.14a) 

二 阶 不 变量 是 
三 一 (a，a，a7)》 (4.14b ) 


刀 一 《al， a7， a2) 二 (ay a/'， a7) 十 (ay a“， ay) 一 28:。 
(4.14c) 


Frenet 公式 〈4.12) 可 分 解 为 实 部 分 和 对 偶 部 分 


al 0 忆 0NVaNv 
攻 人 人 0 在 | 国 (4.12a7) 
as 0 一 二 0 \as; 
ai ”0 R 0NV/ai 0 R。 0 \ /ai 
喜人 上 0 访 js 0 思 局 
st 0 一 辣 0 3 0 ”一 所 0/\as/。 


(4.12b) 
由 方程 4.7)， 腰 点 满 尼 
yxai 一 isxas 一 ia sxas 一 in (4.15) 
若 把 腰 曲 线 的 切线 写 为 -95- 一 cai 十 pa: 十 Yaw 则 系数 由 * 的 上 列 
三 个 方程 求 导 可 以 计算 ， 结 果 是 
-他 -aa 二 an (4.15)/ 
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对 于 直 纹 面 ， 由 公式 〈4.9) 我 们 有 
AOCD ACTANDD=cos (Ah 一 Tb 人 AnDsin (人 An， 
我 们 称 


一 少 (fA 
df ti) 一 im AD 


为 曲面 的 分 布 参数 。 不 难 证 明 ， 它 可 以 用 曲面 的 不 变量 来 表达 : 


4( = 久 (o) 一 候 。 (4.16) 


例 等 轴 双 曲 抛物 面 
23s 一 地 一 夺 
是 一 直 纹 面 ， 例 如 ， 由 直线 族 


. 1 
XI 十 %3 一 1s，%i 一 Xs 一 人 


生成 的 ， 参 数 上 的 母线 通过 两 点 
1 1 t+1T -1 
(去 ， 本 路 ( 21 7) 21， +) 
从 此 它 是 对 偶 球 面 上 的 点 
六 一 (4 士 212) 人 太 2) 十 芒 !( 一 1， 一 1， 力 ]。 


从 
一 4(04 十 282)2 [Gil 一 日 
+ 二 1 -一 让 
我 们 有 


161 


从 此 
和 加 2 1 
同一 于 下 Fr， 
和 
4=(2+o2 人 [0 -9+r( 二 二- 于 让 
As 一 2 一 1，1，0)， 


有 一 四 色 一 ;证 9 六 一 太一 0 。 “ 


腺 曲线 是 直线 x,= xs，= 0 。( 抛 物 面 也 可 以 是 由 第 二 族 直 线 
一 个 直 终 面 ， 它 的 腰 曲 线 古 %; 


2 十 %2 一 了 地 XI 一 % 一 


一 一 %，x%s 一 0 。) 
2 可 展 面 著 包 = 0， 则 由 〈4.15)" 可 知 ，y 的 方向 是 ay 
所 以 母线 是 腰 曲 线 的 切线 。 因 此 ， 所 论 的 直 纹 面 不 过 是 一 条 空间 
曲线 的 切线 所 构成 的 曲面 ， 这 种 曲面 称 为 切线 曲面 ， 这 条 空间 曲 
线 称 为 脊 线 ， 在 我 们 的 情形 ， 将 线 就 是 爵 则 线 s ( 妨 。as 和 as 分 
草 为 的 主 法 线 和 副 法 线 。 
若 #= 包 = 0， 则 % 一 0。 于 是 腰 点 是 一 国定 点 。 所 以 曲面 
的 一 切 母 线 通过 这 国定 点 ， 因 而 曲面 是 以 s 为 顶点 的 一 个 锥 面 。 
若 iz0，bh=0， 则 腰 曲 线 sCf ) 切 于 as 它 垂 直 于 过 
5( + ) 的 母线 。 曲 面 A。 是 一 切线 曲面 ， 从 包 一 0 的 情形 讨论 中 
可 以 看 到 ， 这 里 a: 是 :( + ) 的 出 法 线 。 于 是 曲面 是 由 一 条 空间 
曲线 的 副 法 线 生成 的 。 


著 久 =0， 则 由 〈4， 12a), 思 - 一 Ja 一 0， 故 ai 一 const， 


因而 曲面 是 一 个 柱 面 。 
若 4=0，as=const， 则 向 量 。， 总 是 平行 于 与 as 正 交 的 一 
个 定 平面 ， 称 它 为 曲面 的 一 个 方向 平面 。 例 如 抛物 面 为 属于 这 类 
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的 一 个 直 纹 面 。 

切线 曲面 、 锥 面 往 面 总 称 为 可 展 面 或 挠 曲面 。 因 此 ， 有 时 
称 非 可 展 的 直 纹 面 为 射 曲面 

现在 来 考察 切线 曲面 在 其 自身 的 将 线 的 领域 中 的 结构 。 

取 俏 线 的 弧 长 为 参数 ， 令 其 方程 为 


X 一 X(S); 

出 切线 曲面 上 的 动 点 了 是 

r(s， 入 ) 一 x(S) 十 和 t。 (4.17) 
在 冰 线 上 任 取 一 点 Po， 其 弧 长 从 已 算 起 〈s =0)， 并 取 在 点 
书 , 的 活动 标 氛 为 参考 标 架 ， 然 后 把 曲面 的 方程 展开 为 *， 和 的 笑 
级 数 ， 

rs, 入)=r(0,，0) 十 rs 十 FA 

十 2r0SA 十 FA 十，…， 


式 中 m， 以 等 表示 rn， mm 等 在 3 一 0, 和 =0 的 值 。 从 〈4. 17)， 
并 应 用 Frenet 方程 ， 求 得 


mr 一 t 十 RAn， 六 一 忆 
rw 一 一 名 人 t 十 (R 十 R 入 )n 十 RTXb， 
rw 一 An，r 一 0 
等 等 ， 从 而 不 难 算出 ， 
r(0，0) 一 xX(0)，0 一 rm 一 t(0)， 
9. 一 吕 一 AGO)n(0)， rm 一 0 
r9 一 9 一 一 司 (0)t(C0) 十 愉 (0)n(0) 
十 RCO)T(C0)b(0)。 
从 此 ， 把 R(0)，R (0) 等 等 写 为 忆 ，Aso 等 等 ， 就 有 
rCs， 入 )=xX(0) 十 Xt(0) 十 2nC0) 十 zb(0)， 
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式 中 


3 3 
X 一 SS 十 入 一 名 S3 一 -人 
产 户 
2 一 所 32 十 Res 和 + 3 十 人 3 十 …9 
__RoTe 3 RoTo 2 
2 一 6 S 十 了 S 人 十 9 


或 即 


2 =-( 生 二 入 (Rs 十 …)， 


若 寻求 切线 曲面 与 在 点 己 , 的 法 平面 x = 0 的 交 绥 ， 则 它 的 
参数 方程 可 从 x = 0 解 出 入， 然后 把 这 样 得 到 的 入 的 值 代 进 》 和 
z 的 表达 式 中 即 可 得 到 。 利 用 上 面 的 展开 式 ， 从 % = 0 得 到 


有 2 
s 一 一 一 33 十 ， 和 
和 一 一 一 一 一 = 一 一- S3 十 ，…， 
1 一 -过 一 十 … 


然后 把 这 个 入 的 值 代 进 和 > 的 表达 式 中 ， 得 到 所 求 交 线 的 一 个 
参数 方程 ， 


A 
2 


X% 一 0，yJy 一 一 S2 十 …， 一 一 


车 久 和 关 0，to 天 0， 这 曲线 是 以 原点 x( 0 ) 为 尖 点 ， 而 以 》 轴 为 
其 切 组 的 曲 组 。 由 此 可 见 ， 曲 面包 含 两 叶 ， 以 养 线 作为 曲面 的 
“尖锐 的 棱 边 *， 这 就 是 关 线 这 个 命名 的 由 来 。 

因为 切线 曲面 被 它 的 冰 线 分 为 两 时， 并且 和 = 0 给 出 养 线 上 
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的 点 ， 入 之 0 对 应 其 中 一 叶 上 的 点 ， 入 < 0 对 应 另 一 叶 上 的 点 。 
因此 ， 状 线 的 正 半 切线 构成 切线 曲面 的 一 叶 ， 负 半 切 组 构成 另 一 
叶 《〈 图 2.20)， 这 两 叶 沿 兰 线 而 割 开 ， 同 时 沿 这 条 养 线 非常 独特 
地 粘 在 一 起 。 


图 2.22 


现在 来 考虑 总 曲率 并 =RAR= 0 的 曲面 。 
对 于 玉 = 0 的 曲面 〈 除 了 平面 外 )， 我 们 可 以 假定 主 曲 率 
记 尖 0， 形 一 0， 由 方程 (3.22)。 与 3=pm(i 一 1，2) 可 知 


人 一 ATIAT 一 0 ( 因 袜 一 Pr = 0)， 


从 而 双 一 am:。 曲 率 线 站 = 一 const 是 一 0 的 积分 曲线 ， 它 们 的 
Frenet 方程 是 qfa1} = 0 并且 是 沿 着 方向 一 a: 的 直线 。 所 


以 曲面 是 ， 或 者 以 s(s5) 一 s 十 人 as(s57dss 为 着 线 的 切 线 曲面 


或 者 锥 面 (2) = So， 或 者 柱 面 〈 无 S% 存在 )。 技 定义， 因为 脊 线 
《或 锥 面 的 项 点) 不 是 曲面 的 一 部 分 , 第 一 段 的 方法 较 好 地 适用 于 
研究 这 些 曲面 。 曲 率 线 一 const 是 浙 开 线 的 推广 ， 因 为 渐 开 线 
是 一 空间 曲线 的 切线 的 正 交 雪线 。 另 一 方面 ， 对 任 一 切线 曲面 、 
锥 面 或 柱 面 的 玉 = 0， 因 为 母线 都 是 曲率 线 。 
定理 2.32 ”曲面 是 一 可 展 曲 面 〈 即 切线 曲面 、 锥 面 或 柱 画 ) 
的 一 个 充 要 条 件 是 开 一 0 。 
经 过 一 个 坐标 变换 刀 一 4 0 平面 的 ds 变 为 吾 (do9? 十 
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2Fdoldo?+G(do52。 著 o 坐 标 曲线 是 互相 生 直 的 ， 则 一 0 。 
为 了 简化 问题 ， 我 们 要 使 忆 = (好 2 二 ( 吧 )2 一 1， 则 天 一 义 一 0， 
于 是 证 明了 一 切切 线 曲面 和 一 切 锥 面 可 以 由 规定 的 各 种 可 能 o 
坐 标 作为 曲率 线 参数 而 得 到 ， 一 曲面 与 平面 局 部 等 距 的 一 个 充 要 
条 件 是 玉 = 0 

3. 直线 汇 ”含有 两 个 参数 的 直线 ACxd，z) 的 轨迹 称 为 直 
线 汇 ， 这 里 A(x:5， 好 ) 在 对 偶 单位 球面 上 。 我 们 假定 处 处 使 
dA“Xx?dAz 0 。 附 在 一 个 单位 球面 上 的 一 曲线 的 Frenet 标 架 是 
它 的 活动 标 架 (车 A,=A 代替 As， 以 一 As 代替 Aj)， 因 为 在 一 球 
面 上 法 线 是 半径 A。 有 曲面 的 论述 不 能 直接 转移 到 线 汇 上 来 ， 因 为 
A=N 意思 是 下 一 ds2 在 对 偶 单 位 球面 上 ， 一 切 点 都 是 腊 点 ， 正 
象 鱼 氏 球 面 上 的 点 。 对 直线 汇 作 较 深入 的 论述 是 根据 这 样 的 事 
实 ， 即 ds: 一 0A.dA=da'da 二 2rada.da 自 肯 包含 两 个 二 次 形 式 ， 
利用 这 两 个 二 次 形式 就 足以 开展 整个 理论， 即 利 用 第 一 基本 
形式 ， 

.da2= 一 da.da=gii(dal)2 二 29gidalda2 十 gs(da27)2 

和 第 二 基本 形式 ， 

开 一 da.dza 一 1(do): 十 212duadd2 十 1 (da2)2。 
这 两 个 形式 称 为 Sannia 形式 ， 对 两 个 已 知 基本 形式 的 可 积 条 件 
可 以 形式 上 从 度量 ds 计算 总 曲率 必 为 十 1( 因 对 偶 单 位 球面 是 
它 自身 的 球面 象 ， 但 单位 球面 的 总 曲率 = 上 + 1 )。 

在 对 偶 球 面 上 选取 一 标 架 族 {E/ 使 得 E, 王 A 和 E:，E。 切 于 


球面 。 活动 村 加 从 “个 国定 标 架 经 过 一 个 正 交 对 偶 变 换 而 得 到 ， 
Erenet 方程 是 


E， 0 Qi 
必 一 | -Qi 0 (8 一 of 二 TO 人 )， 
E:/ 一 中 一 中 E。 . 


由 一 个 实 移 阵 
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1 0 0 
0 C08 中 ms | 
0 一 sin 中 oos 中 


决定 的 标 架 的 一 个 旋转 把 Cartan 矩阵 变 到 


0 icos 十 Qising 一 Qisin 中 十 Qicos 下 \ 
一 Qicose 一 Qisin 9 0 QHdg 
?sin 站 一 下 icos 中 一 人 一 0 0 


(4.18) 
车 蝇 =kioi， 可 一 ko3， 则 两 个 基本 形式 都 是 对 角 型 ， 
da: 一 (oi)2 十 (o 和 2 和 工 一 ooi 十 oipi。 
这 由 醒 cos 中 十 模 sin 中 一 ki(oieosg 十 oisine )， 
一 Msine 十 icos 中 一 ki( 一 ofsin 申 十 ojcos9) 


决定 的 一 个 旋转 可 以 达到 。 如 同 曲面 的 情形 那样 ， 称 这 样 得 到 的 
两 个 方向 为 E, 中 直线 汇 的 两 个 主 方向 。 通 过 汇 中 每 一 直线 有 两 
个 主 曲面 ， 它 们 在 对 偶 球 面 上 的 象 芭 作 参 数 曲线 。 对 这 特殊 系 ， 
仍 以 A, 表示 标 架 向 量 并 以 rf 和 形 表示 关于 Cartan 矩阵 的 线性 
形式 ， 在 两 系 主 曲 面 上 的 对 偶 弧 长 可 以 到 作 人 参数 , 现在 Frenet 
程 是 


和 上 是 两 系 主帅 面 上 的 不 变量 名 (c )。 标 架 是 附 在 过 一 已 知 
母线 的 两 个 主 曲面 的 腰 点 处 ， 这 称 为 汇 中 直线 的 中 心虚 m。 因 为 
它 滑 一 直 纹 面 变动 ， 我 们 把 方程 mxaj 一 坟 〈( 见 《415)) 微分 ， 
得 到 


dm 一 Fa, 一 ksriay 十 KiT3as， (4.20) 
通过 某 一 母线 〈 与 主 曲 面 "= 0 做 成 一 角 中 ) 的 一 条 对 偶 曲 线 有 
由 向 量 
ez 一 azcos 中 十 assin 中 
确定 的 一 个 标 架 ， 对 这 条 曲线 〈 比 较 (4.12) 与 (4.19))， 
Rs( 中 ) 一 Kicos2 引 十 ksSin? 中 。 (4.21) 
这 叫 作 Hamilton 公式 ， 类 似 于 曲面 论 中 的 欧 拉 公式 (3.34)i。 
关于 汇 的 一 直 纹 面 的 腰 点 可 以 从 它 到 中 心 点 的 距离 p 而 求 出 ， 
s$ 一 m 十 Pei 一 m 十 pal。 
由 《4.15)"/，ds.de:= 0 从 此 (关于 对 称 积 ) 
PKGCziD) 十 (zx 入 急 十 (Ki 一 Ke)m 和 ri 一 0。 
因为 邓 一 cos do，Ti 一 sin doc， 我 们 得 到 方程 (3.34): 的 一 个 
类 似 方程 
p 一 (k: 一 Ki)cos 中 sin 中 。 (4.227) 
下 列 命题 让 读者 证 明 ， 
二 在 直 纹 面 的 一 条 母线 | 上 各 点 的 切面 都 通过 ! 。 在 一 般 
直 纹 面 上 ， ! 上 四 点 的 交 比 等 于 这 四 点 的 四 个 切面 的 交 比 (1! 


上 的 点 和 在 这 点 的 切面 之 间 的 对 应 称 为 Chastes 的 对 倡 。 ) 
2 ” 证 明 直 纹 面 的 总 曲率 是 


RiR， 
一 ( 克 3 
式 中 是 从 母线 上 一 点 到 腰 点 的 距离 ， 由 此 可 见 ， 直 纹 面 的 总 曲 
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率 一 般 取 负 值 ， 

3” 写 出 方程 〈4,.19) 的 可 积 条 件 ， 并 叙述 必要 的 可 微 性 的 
假定 。 

4 涉 ” 说 明 ， 著 品 ， 呈 ，kK，Kk: 是 已 知 的 ， 如 何 计算 半 和 
肌 ( 必 须 先 解 第 3 题 )。 

5 是否 可 以 寻求 通过 任 一 汇 的 一 给 定 母 线 的 一 可 展 曲面? 
《分 别 讨论 双 井 点 和 椭圆 点 ， 第 3 题 的 方程 是 需要 的 。) 

6 车 A 是 一 法 线 汇 和 8 是 使 A(，2) .8(a5 好 ) 一 cos9o 一 
const 的 一 个 汇 ， 证 明日 也 是 一 法 线 汇 (Malus 与 Dupin)。 

7 ”车 kKi=k， 则 称 母 线 是 脐 母 线 。 若 一 个 汇 的 直线 都 是 脐 
母线 ， 则 称 它 为 迷 向 汇 。 证 明 对 迷 向 汇 的 直 纹 面 的 一 切 腰 曲 线 碍 
中 心 曲面 mn 上 ， ; 

8 。 证 明 一 个 汇 是 迷 向 的 充 要 条 件 是 它 的 一 切 直 纹 面 的 不 变 
量 户 单 是 2， 好 不 是 gu，du2 的 函数 ， 

9 对 一 迷 向 汇 dm'de:= 0 。 不 用 计算 建立 这 个 结果 。 

10” 对 工 (du，axs) = 0 的 两 个 方向 所 张 成 的 平面 岂 做 焦 
了 机 

证 明 迷 疝 汇 无 焦 平面 。 
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第 三 章 ， 仿 射 微分 几何 


本 章 论述 仿 射 空间 中 的 微分 几何 ， 着 重 研究 在 仿 射 群 之 下 曲 
线 和 曲面 的 不 变性 质 ， 基 本 上 介绍 曲线 和 曲面 的 局 部 性 质 。 


33.1. 平面 曲线 的 仿 射 微分 几何 


本 节 研 究 平面 曲线 在 平面 上 的 么 模 〈 等 积 ) 仿 射 变换 群 之 下 
的 不 变性 质 、 平 面 上 的 么 模仿 射 变换 可 写 为 如 下 的 形式 ， 


过 一 GaX 十 CiaxXy 十 Di CI Gil 
一 1， (1.1) 
2 一 Cs1X1 十 azsxXy 十 Do G21 922 
或 即 - 
， 7 
x* 一 xd 十 b， (1.1) 
式 中 
dl  G?1 
二 一 工 ,- b 王 (0， 六)。 
dl2 2 


”由 些 可见， 平面 上 的 么 模仿 射 群 是 由 仿 射 平面 4 上 上 公 模 线性 群 . 
SL: 和 平移 群 大 的 作用 而 生成 的 。 具 有 五 个 本 质 参 数 。 在 这 个 
群 之 下 ， 没 有 距离 、 角 度 等 概念 ， 但 是 有 面积 、 向 量 、 平 行 等 概 
念 。 下 面 的 讨论 要 寻求 与 曲线 有 密切 联系 的 标 架 、 不 变 参 数 与 不 
变量 。 

1， 活 动 标 架设 0 为 平面 4 上 一 个 固定 原点 ， 以 x 天 示 向 
量 OXY， 引 用 与 x 有 同一 起 点 的 两 个 向 量 e 和 es 组 成 公共 标 
架 ， 使 得 以 e，e: 为 边 的 平行 四 边 形 的 面积 det(e，e2) = ile， 
e 首 一 eiX es:= 1 。 标 架 的 位 移 决定 于 下 列 关系 式 ， 

dX 一 olel 十 O2 6 
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de 一 ofiel 十 oze， 《1.2) 
- de 一 0i6l 十 03e:。 ， 
把 等 式 |je， el 1 求 导 ， 并 应 用 (1.2)， 便 得 oi+oz 一 0，, 或 
好 oz= 一 ol。 这 时 结构 方程 〈 或 可 积 条 件 ) 有 如 下 的 形式 ， 
do01 一 OIA 人 oji 十 OA 人 aoj 


do 一 OIAoi 一 02 人 ojl， 


col 一 oO?Aoajl， (1.3) 
Lo? 一 2ol1Aaoz，: 
do 一 一 2o1Aog 
现在 考虑 一 条 C 平面 曲线 C， 
XCTE) 一 Xi)el 十 Xo( Tt )es Hi<5，， (1.4) 
并 在 曲线 C 上 每 点 作 一 个 标 架 {av a:}， 使 得 al 为 C 在 该 点 的 切 
座 量 和 标 架 符 阵 4(+ )， 
{ai(f)，as(i)) 一 -401JTfe e# (1.5) 


是 在 S7L:, 中 ，1 4(t)1= 1 (图 3.1)， 在 曲线 (1.4) 上 每 点 由 
标 架 {x( 上 )，x(+ )》 决定 一 个 斜 交 坐 标 系 。( 在 坐标 轴 上 带 着 不 
相等 的 单位 长 )， 如 果 x(f+ )，x( + ) 是 线性 无 关 的 ;就 是 说 ， 对 
一 切 f ，{x(t)，x(Ct)| 关 0 。 在 欧 氏 几何 中 ， 这 个 条 件 就 是 曲 
率 & (ti ) 天 0。 所 以 暂时 假定 在 曲线 台 上 的 曲率 带 有 定 号 。 

我 们 可 以 假定 jx(+ )，x(f )I> 0， 不 致 失去 一 般 性 ， 若 行 
列 式 < 0 ， 则 施行 参数 变换 上 = 一 # ， 就 可 使 lx(4)，x(u)> 
0 。 我 们 取 

ai 一 |X()，x(CT DYax(t)， 

as 一 |lx(+)，x( 了 -Max(t 7) 
则 由 这 两 个 向 量 决定 的 平行 四 边 形 的 面积 lai(f )，as(tf ) 1 
《1.5) 中 的 标 染 矩阵 
4(1)= (人 (1.6) 

(XXX 一 XIXs) 1 XI1X> 
是 么 模仿 射 的 ， 现在 的 主要 问题 是 来 考察 在 Cartan 失 阵 C (4) 


sa TI71 。 


一 A4: 的 元 素 之 间 的 不 变量 。 因 为 一 个 群 G 到 2(G) 的 Cartan 
有 映 射 4(1)~C(C4)C) 在 G 的 作用 之 下 是 自身 不 变 的 。 故 由 
方程 〈1.6.7) 就 有 

定理 3.1 假定 4(+ ) 是 在 一 个 Lie 群 G 中 一 个 可 微 符 阵 和 
M 是 @G 的 一 个 常 元 素 ， 则 C (4)=C (4M)。 

方程 (1.6) 所 表达 的 4(f ) 的 Cartan 矩阵 是 


2 |lx，xl 
C(d) 一 
(4 _ xz， | 1 ix， xx _ 
bo 划 2 jx 旭 


这 个 扎 阵 的 迹 是 零 ， 实 际 上 它 必 须 是 吧 (SZ:) 的 元 素 。 现 在 
Cartan 方法 的 本 质问 题 是 企图 〈 引 用 不 变 条 件 ) 来 寻 找 一 标 架 
族 使 得 C(4) 的 系数 尽 可 能 多 地 等 于 零 。 在 我 们 的 情形 ， 若 


。 加 志 四 ae 加 
jz， 对 一 lx xl 一 0， 
则 C(4) 的 对 角 元 素 是 零 。 所 以 要 寻 找 一 个 参数 "， 使 得 面积 


Cd2X 


怪 dg， 元 下 = 


外 史 ) 3) 


这 个 不 变 参 数 5 从 
| 天 二 天 
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可 以 得 到 ， 即 
人 CD DIEed GD 


我 们 称 p 为 曲线 C 的 仿 射 驳 长 。 关 于 不 变 参 数 o 的 导数 人 以 和 表 
示 ， 则 有 
jx ， xj 一 1， ai 一 X/， as: 一 X/， 


沿 方向 at 的 直线 称 为 曲线 C 的 优 射 法 线 。 活 动 标 架 矩 阵 


XXX 
.40)= 9 ， 
XT  Xa / 


又 它 的 Cartan 抱 阵 是 
0 1\ 
ccO-| (1.8) 
一 [xx 0/ ， 
这 个 矩阵 由 函数 
K(O) 一 ||x2%，x?| 一 XXX3 一 X2X3 (1.9) 


可 以 完全 决定 ， 称 k (ca) 为 平面 曲线 前 仿 射 曲率 。 定理 3.1 表 
明 仿 射 曲率 是 么 模仿 射 几 何 的 一 个 微分 不 变量 。 这 时 平面 曲线 
x(a) 的 了 renet 方程 


{al，a) 一 CC4)(a az) 


可 写 为 
1x 
0 一 319 
过 ， 
二 一 at (1.10) 
da 、 
dg 一 一 “al 


以 a:= 一 xy，ai=x' 代入 最 后 一 式 得 到 曲线 x(o ) 所 满足 的 基本 
;和 

x“ 二 KGCI)x 一 0， (1.11) 
这 样 ， 从 定理 1.15 和 1.16 可 知 ， 当 K(a) 给 定时 ， 则 可 作出 
”4(Cc) 前 结构 和 x(c7。 因 此 我 们 有 仿 射 平面 朋 线 的 基本 定 理 ， 
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定理 3.2 一 条 平面 曲线 ， 除 了 一 个 么 模仿 射 变 换 外 ， 由 它 
的 仿 射 曲率 作为 仿 射 弧 长 的 一 个 函数 的 自然 方程 k = k(〈a ) 唯 一 
地 确定 。 

与 殉 氏 几何 的 情形 一 样 ， 洲 标 架 的 Cartan 矩阵 的 一 切 系数 
是 常数 或 不 变量 ， 则 称 它 为 曲 绕 x (上 ) 的 Frenet 标 架 , 在 定义 
方程 (1.9) 中 ， 只 出 现 三 阶 和 导数。 虽然 如 此 ， 但 是 以 一 般 参数 
1 来 表达 k， 则 是 一 个 四 阶 不 变量 ， 现在 就 要 计算 这 个 表达 式 ， 
我 们 有 


人 ct 5 1 。 oa c 3 人 | < 和 
“59 一 IC mo 姑 ( 全) ” 【 和 ] 
3 fd WA 
+ 人 和 (全 是 
. 1 。 本 人 8 过 < 3 
+ 一 |jx X i( 这 ) 划 [( 和 全) ]. 
注意 到 等 式 〈1.7)， 我 们 看 出 ， 上 式 中 后 两 项 消 去 ， 于 是 最 后 
得 到 
六 区 开 相 对 2。 .19) 
例如 ， 若 曲线 的 方程 为 ?= 了 (xx)， 则 由 (1.7) 与 〈1.12)， 我 
们 求 得 
一 1 虽 
2 Th) 
2， 几何 解释 。 二 次 曲线 ” 先 给 出 仿 射 弧 索 的 几何 解释。 考 
虐 曲 线 C 上 两 邻 虚 x(f+) 和 x 二 Ax= 一 x( 十 AD， 在 这 两 点 的 切 
线 的 交点 P 由 下 面 公式 给 出 ，， 1 


7 和 。 


dao=yidx，K(Ca) 一 


P 一 x 十 X 和 一 x 十 Ax 十 ECx 十 Ax) = 一 XTx(At 士 上) 
+ 语 二 有 
由 此 求 得 


对 于 三 角形 (x，P，x 十 Ax) 的 面积 S， 得 到 表达 式 
2S= (xpP， ADO= 全 -(x xD 十 …s 


因而 
lim an8s _ 
At 0 -XGO 一] (13) 
这 给 出 仿 射 隆 素 的 几何 意义 。 


其 次 ， 为 了 给 出 优 射 法 线 的 几何 解释 ， 先 来 求 出 x( 9 ) 在 某 
点 〈 比 如 ac =0 ) 邻 域 中 的 展开 式 ， 在 曲 绕 C 上 一 点 X(0) 的 活 
动 标 架 可 以 取 作 轩 定 仿 射 坐标 系 。 这 时 
el 一 ai(0)，es 一 ai(00)， 
x(0) 一 0，xX(0)=e x2(0) 一 es ，x" (0) 一 一 Koele 
所 以 曲线 x(o5) 在 x(0) 的 邻 域 中 的 展开 式 为 “ 


x(9g ) 一 gel 十 92e: 一 好 9sei 一 世 (kel 一 Koes) 十 …。 
(1.14) 
选取 刀 轴 和 x: 轴 为 坐标 轴 ， 它 们 是 由 8 和 e* 决定 的 ， 我 们 得 到 
=- 一- 看 ae (1.14/ 

从 琵 消去 ac， 便 得 曲 组 x(a ) 的 方程 取 如 下 的 形式 ， 
=- 演 二 二 《1.14)7 


因此 ， 执 物 线 


IT75、 


y(a) 一 ce 十 -0 e 或 六 一 学 


与 曲线 x(a) 在 oa = 0 至少 构成 三 阶 接触 ， 称 它 为 x(aG ) 在 xo 的 
密切 执 物 线 ， 从 方程 


x 
2 
可 知 ， 它 的 轴 是 通过 x( 0 ) 的 <: 轴 ， 于 是 我 们 有 

定理 3.3 曲线 C 在 x 的 仿 射 法 线 是 C 在 这 点 的 密切 抛物 线 
的 轴 。 

我 们 也 看 到 ， 当 k> 0 时 ， 曲 线 C 在 其 上 某 点 邻 域内 的 点 落 
在 密切 掀 物 线 内 部， 当 < 0 时 ， 落 在 它 的 外 部 ， 这 给 出 的 符 
号 的 解释 ， 

若 一 条 二 次 曲线 yY(o ) 的 曲率 xs=xe 并 与 xCo) 在 x(0) 
相 切 ， 


YX 一 


yY(0)=x(0)，Y(C0)=x (0)， 
则 由 方程 (1.14) 可 知 ，y(o ) 与 x(c ) 构成 阶 > 4 的 接触 , 则 
称 y 是 x 在 x(0) 的 超 密切 二 次 曲线 。 若 超 密切 二 次 曲线 是 一 
机 圆 、 一 拓 物 线 或 一 双 曲 线 ， 则 x 称 为 在 一 点 有 精 圆 、 抛 物 或 双 
曲 曲 率 (k 竺 0 )。 


本 方程 〈1.11) 可 见 ， 这 时 x" 一 0， 所 以 
x 一 -十 ba 十 cy 


其 中 a，b，<e 是 定向 量 。 这 就 是 抛物 线 的 方程 。 
现在 要 考 嵌 仿 射 则 率 k 为 不 等 于 堆 的 常数 的 曲 绕 。 为 此 ， 把 
方程 〈1.11): 
x 十 kx 一 0， 其 中 | ，x2|| 一 1， 
求 积分 。 这 里 应 当 分 为 两 个 情形 。 假 设 a, b，e 为 定向 量 ， 则 有 ， 
当 k> 0 时 ，x 一 acosyK ac 十 bsiny Ka 十 ce， 而 且 |a， 
K3/2 -一 


一 15 
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当 kK< 0 时,x=achW 一 Ka 二 bshw 一 Ka 二 cy 而 县 人 fa，b|| 
(一 KK ) 一 一 1 

或 即 

当 k > 0 时，x 一 c 一 acosW Ka 十 hsinY < oa 

当 k < 0 时 ，x 一 ce 一 achy 一 Ka+bshy 一 Ka。 
前 者 是 以 e 为 中 心 ，a 和 为 共 生 半 轴 的 覃 加 它 的 面积 为 


a，b 为 共 罗 半 直径 ， 在 任意 共 入 半 直径 上 所 构成 的 平行 四 边 形 
的 面积 等 于 〈 一 6"%2. 

仿 射 法 线 通过 二 次 曲线 的 中 心 ， 

综合 以 上 的 讨论 ， 我 们 有 

定理 3.4 仿 射 曲率 等 于 常数 的 平面 曲线 是 二 次 曲线 。 

3， 六 切 点 - 

定义 若 在 C4 曲 线 上 一 点 的 仿 射 曲率 有 一 个 相对 极 值 ， 则 称 
该 点 为 曲线 的 一 个 六 切 点 . 

这 个 概念 将 在 下 面 所 述 的 与 四 顶点 定理 的 一 个 类 似 定理 中 
看 到 ， 
定理 3.5 一 条 C4 凸 闭 曲线 至 少 有 六 个 六 切 点 。 

这 个 定理 的 证 明 与 8 2.1 中 所 述 的 四 顶点 定理 的 最 后 证 明 是 
平行 的 。 先 来 证 明 

引 理 3.6 ”对 任何 一 个 常 系数 二 次 多 项 式 Q (xia。，x:) 和 任何 
一 条 C' 闭 曲线 xy， 史 Q Ca。，x)dk= 0。 

我 们 必须 证 明 


gau=gaak=gaa =Y aake=gaadu 一 Yoxidrk= 0。 


第 一 个 积分 显然 等 于 零 。 其 余 的 积分 经 过 分 部 积分 转化 为 微分 的 
积分 ， 例 如 ， 


gaan= -由 kxida 一 风 xido 一 鸭 dd 0， 


177 


Yauk= -2fexixaa=? XiMeada 一 一 2 四 xda 


= 一 多 dx:= 0。 


引用 对 四 顶点 定理 的 最 后 证 明 ， 引 理 蔓 涵 着 至 少 存 在 四 个 六 切 
点 。 如 果 只 有 四 个 ， 按 循环 次 序 以 已 ，P:，P。， 了 表示 它们 , 我 
们 可 以 假定 k 在 疡 和 已 是 极 大 ， 在 尸 :, 已 为 极 小 。 乙 : (2 %) 一 
0 是 直线 已 P. 的 方程 ， 并 假定 六 (PP > 0。 又 ， 令 忆 (xu Xia) 一 
0 为 直线 灵 忆 的 方程 ，Z(P)< 0 ， 在 曲线 上 

sgn 了 了 :一 sgn dk。 


从 此 力 ZiZadxe> 9 。 这 与 引 理 3.6 相 矛 盾 。 


作为 仿 射 几何 的 最 后 一 个 问题 ， 我 们 寻求 单 参 数 么 模仿 射 变 
换 群 
x(t) 一 xd(fo，14(Cf)I 一 1 
的 轨 线 ， 这 样 一 轨 线 经 过 和 群 的 变换 变 到 它 自身 。 在 这 种 变换 过 程 
中 ， 仿 射 曲率 保留 不 变 。 它 沿 任何 一 轨 线 〈 如 果 它 总 有 定 义 的 ) 


必须 是 常数 ， 败 有 
定理 3.7 ”一 个 单 参数 么 模仿 射 变 换 群 的 轨 线 是 二 次 曲线 或 
直线 。 


在 仿 射 几何 中 ， 对 具有 变 曲 点 前 弧 不 能 寺 接 地 论述 ， 必 须 把 
它们 分 为 局 部 地 凸 弧 。 一 般 来 讲 ， 甚 至 对 解析 曲线 在 一 变 曲 点 的 
活动 标 架 没有 连续 性 。 

下 列 命题 给 读者 作为 练习 。 | 

1 证 明 一 则 线 可 以 从 它 的 昌 率 经 过 t= 9 ，tz 一 一 夫 的 
积分 而 得 到 ， 求 自然 方程 为 k 一 的 曲线 。 (微分 方程 是 可 以 积 
分 的 ， 用 土 一 -级 的 Bessel 函数 表达 ,) 

2” x 的 仿 射 渐 届 线 A。 是 仿 射 法 线 A-(o ) 一 x(a ) 十 Xx^(a) 
的 包 络 线 。 证 明 》(c ) = k (o )-"， 抛 物 线 为 什么 没有 一 条 仿 射 
渐 屈 线 ? 
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3” 证 明 -- C4 曲线 是 一 二 次 曲线 ， 当 且 只 当 它 的 一 切 仿 射 
法 线 是 平行 的 或 共 点 的 。 (应 用 第 工 或 2 题 。) 

企 证 明 任何 两 条 抛物 线 是 互 为 么 模仿 射 象 

5 一 个 一 般 仿 射 变换 

x* 一 x 杂 十 b， [Il>0 
可 以 看 作 一 个 么 模仿 射 变换 与 比 是 |MI| 的 一 个 位 似 变 换 之 积 ， 证 
明 一 般 仿 射 变换 有 四 点 不 变量 和 一 个 五 阶 微分 不 变量 。 求 四 点 不 
变量 。 (提示 :面积 在 一 位 似 变 换 下 是 怎样 变更 的 ? ) 

6 在 一 个 位 似 变换 下 ， 向 量 的 长 是 乘 位 似 变 换 的 比 |LM|。 
在 一 般 仿 射 变换 下 ， 证 明 gc，k，"“ 是 分 别 乘 1MI22， PIT 
(MIP?， 所 以 已 =kk 52 是 一 般 仿 射 变换 的 五 阶 微分 不 变量 ， 

7” 令 q9(c) 是 一 凸 弧 ， 它 在 端点 4， 吕 有 相同 的 超 密切 
二 次 曲线 C。 汪 明 9 至 少 有 五 个 六 切 点 〈Fabricius-Bjerre)。 

8 令 q(c) 是 一 条 凸 闭 昌 线 ， 它 有 一 条 二 次 曲线 C 作为 
在 两 不 同 点 的 超 审 切 二 次 曲线. 证明 q 至 少 有 10 个 六 切 点 
《Fabricius-Bjerre)。( 应 用 第 7 题 。) 

9 一 曲线 是 抛物 型 凸 曲线 ， 如 果 在 它 的 每 点 的 邻 域 里 ， 它 
是 包含 在 该 点 的 密切 抛物 线 的 内 部 ， 证 明 一 凸 闭 抛物 C 曲 线 与 
它 的 任何 一 条 密切 二 次 曲线 只 在 密切 点 相交 (〈Carteman)。 

10” 证 明 一 条 密切 抛物 线 〈 它 不 是 超 密 切 的 ) 在 切 反 与 曲 
线 相交 . 【讨论 在 〈1.14) 中 xsaa 一 Xzaewa 的 符号 。] 

1 证 明 一 条 超 密 切 酉 圆 或 双 曲 线 在 切 点 与 曲线 决 不 相交 ， 
除非 该 点 是 六 切 点 。 (对 C* 卓 线 应 用 〈1.14)。) 

12” 仿 射 法 线 的 另 一 几何 意义 。 设 工 为 平行 于 平面 曲线 C 
在 点 x(0) 的 切线 的 一 系 继 的 中 点 的 轨迹 ， 则 仿 射 法 线 是 工 在 
x(CC) 的 切线 。 


$ 3.2. 空间 曲线 的 仿 射 微分 几何 


本 节 研 究 三 维 空间 中 曲线 在 么 模 〈 等 积 ) 仿 射 变换 群 之 下 的 
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不 变性 质 ， 这 个 空间 记 为 4， 怪 中 保持 体积 不 变 的 仿 射 变换 可 
写 为 如 下 的 形式 ， 


达 一 Gil 十 alsxz 十 alsxs 十 pb GitGi2Gis 
” 准 一 asiXi 十 assxys 十 assxs 十 Do asi0ssa:s 一 1， (2.1) 
并 一 aslXl 十 assx3 十 assXs 十 bo Gal0szQss 
或 即 
x* 一 xd 十 b， (2.1)7 
式 中 


Gu 051 0s1 


4 = 一 1， b 一 (0 Do bs 。 


Gil 0?2 ds: 


Gils 0 ass 
由 此 可 见 ，.4s 中 人 么 模仿 射 群 具有 11 个 参数 。 

与 平面 曲线 的 情形 一 样 ， 权 寻求 与 曲线 有 密切 联系 的 标 架 、 
不 变 参 数 与 不 变量 。 

1， 活动 标 架 设 0 为 4 中 一 个 固定 点 ， 以 x 玫 示 商量 OX， 
引用 与 x 有 间 一 起 点 的 三 个 向 量 e，e: 和 人 使 
得 以 eg。 ez， es 为 村 的 平行 六 面体 的 体积 llej，e:。，esll 一 1。 标 
架 的 位 移 决 定 于 方程 ; 

dx 一 Ole 十 02es 十 Oses 

de 一 ojiel 十 ozes 十 Oies， 

de: 一 ojie: 十 oge: 十 ojes， (2.2) 

des: 一 ojei 十 o3e: 十 ojies， 
把 je，e:，eall= 1 微分 ， 并 应 用 (2.2)， 就 可 导电 oi 十 o3 十 
oj 一 0， 这 时 空间 的 结构 方程 有 如 下 的 形式 ， 

do' 一 ot 人 oj . 
(人 1， 7 一 1，2，3) (2.3) 

do 一 of 和 人 oj 

狗 在 考虑 一 条 空间 曲线 C 

x(Cf) 一 2(t)eli 二 xi)es 十 Xie ph <Hh (2.4) 
并 在 C 上 每 点 作 一 个 标 架 {al，a:，as}， 使 得 at 为 C 在 该 点 的 切 
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向 量 和 标 架 矩阵 4(+ )， 
{ai(t)， ai(f)，as(t))=4(f){e es es (2.5) 

是 在 SL: 中 ，14(# )1= 1 。 与 平面 曲线 的 情形 一 样 ， 若 x( 寺 )， 
x(# )，x(+ ) 是 线性 无 关 的 ， 我 们 不 妨 假定 |x(+)，x (t+ 7) 
x(t )|>> 0， 并 到 

ai 一 jx()，xX(t)，X(tDIsxCt)， 

as 一 |IXCt)，xX(t)，X(D) axCt)， 

as 一 |xCt)，x( 了 )，xC Dasx(t)， 
则 由 这 三 个 向 量 决定 的 平行 六 面体 的 体积 llai(t)，as:(f)， 
as(t)|= 1，(2.5) 中 的 标 架 矩阵 


1 xx 
00- 人 证 语 | xs (2.6) 
Xi  X2 Xs 
是 么 模仿 射 的 曲线 C 的 仿 射 弧 长 也 和 平面 曲线 的 情形 相仿 ， 
是 由 
| 全 ， 税 ， 骆 |-: (2.7 


来 定义 的 ， 导 数 -54 是 从 
凡 六 站 =( 肥 ) 
来 计算 的 ， 从 此 得 到 不 变 参数 
5 一 人 ed (2.9) 
关于 o 的 导数 仍 以 撤 表 示 ， 则 有 


||x/，x2，x? | 一 二，ai 一 X，ay 一 X/ 2 


知 隐 
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芝 闪 鸡 \ 
Lo 23 < 
闪闪 冶 
按照 3$ 3.1 的 方法 容易 导出 


0 1 0 
co-| 0 0 1 ) 《2.9) 
|x%，x“， xz 一 人 xx ，xzil 0 

这 个 矩阵 由 第 三 行 两 个 元 素 可 以 完全 决定 ， 所 以 是 两 个 不 变 量 ， 
令 

玉 (G)=||x/，x"，xzll，Rs(a) 一 一 [lx ，x"，xmjl，(2.10) 
局 (ac) 和 刀 (a) 称 为 曲线 x( c) 的 仿 射 曲率 。 局 (o ) 又 称 为 
曲线 的 仿 射 撞 率 。 在 斥 (c) ,如 (c) 的 计算 中 包含 站 一 
-各 (#- 全 )， 这 是 包含 -9 -的 三 阶 导数 的 一 个 玫 达 式 ， 但 是 
2 一 一 lxX 划 s， 因 而 这 个 表达 式 包含 x 关于 一 般 参数 4 的 六 
阶 导数 。 所 以 不 变量 户 ， 久 是 六 阶 的 。 

这 时 空间 曲线 x(Cac ) 的 Frenet 方程 


旭 ， as as 一 C(4){(a ao as} 一 
可 写 为 
浆 _ ， 

TG 一 al， 

Qa， _ T 

0 一 82， 1 
- aa 

-9 一 as 

达 - 

全 一 包 ai 十 包 ais - (2.11) 


以 a:=x%，ai 一 x' 代入 最 后 一 式 得 到 曲线 x(a) 所 满足 的 基本 
方程 
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xF 一 Rx 一 PLX 一 0。 (2.12) 
这 样 ， 从 定理 1.18 和 1.19 可 知 ， 当 久 (c)，R(o) 给 定时 , 则 


可 作出 4(Cc) 的 结构 和 x(c)。 因 此 得 到 仿 射 空间 沿线 的 基本 
定理 ， 


定理 3.8 一 条 空间 出线 除了 一 个 么 模仿 射 变换 外 , 由 它 的 仿 
射 曲率 户 (a)， 包 (ac) 作为 仿 射 台 长 5 的 函数 的 自然 方 程 户 一 
(5)， 久 = 一 PC(a) 唯一 地 确定 ， 


上 面 已 经 指出 ，&， 包 关于 一 般 参 数 是 六 阶 不 变量 ， 我 们 
需要 计算 一 个 最 低 阶 标 架 的 构造 。 


不 变量 所 ， 外 从 标 架 向 量 可 以 得 到 ， 
坟 


al 一 X/ 一 X-2- 


人 
“df 
Ca 二 xzGa 。 
人 人 f dl3f 
as 一 x 一 x 人 +3x5 a6 ET 从 TGz/， 
=x x (全 放生 2 
cf af go4t 
宙 | ( 鱼 引 ) 二 14 5 人 jx a67 
从 此 便 得 
d 2131 da 1/ dt Y 
司 一 ||x"， XZ， X Il=( 罕 ) GO5 一 15 - 军 ( 知 ) ] 
《4 0 
一 jx， 为 4(- 双 入) 
由 此 可 以 看 出 尺 是 一 个 五 阶 不 变量 ， 而 
间 da \ 0 3 
尺 一 [|x2， X ， xl=( 全 ) Ce 
贡 .二 关 区 7 cf 
十 |x，2 j 人 (和 
。 ae 《和 ) 2 上 
二 3 如 和 .19 
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(2.13) 


是 一 个 六 阶 不 变量 ， 我 们 看 到 as 中 最 高 阶 《五 阶 ) 的 项 是 .95 


一 2 六 宇 下 从 此 ， 向 量 


有 ds 
= 一 -人 ata=x(- 人 十 3x- 林 5 TO7 


+ 二 下 办 (各 )+ Ho 和 ax 9 ) 
只 是 四 阶 ， 所 以 
yi 一 an 
yy 一 ay 


败 一 一 -全 -ai 二 as 
是 一 个 轩 阶 的 不 变动 名 此 外 
记 3A， ， 
玉 人 一 二 全) an 
式 中 ai 的 系数 1 六 阶 导 数 的 两 个 函数 之 差 ) 只 是 五 阶 。 
令 Ki 一 及 一 人 则 从 (2 . 13) 和 (2. 147 求 得 


15 2) 和 _ 5 区 oa det 
一 da: 作用/ 只 dg 


和 3 和 + 攻克 
at 0 
x( 和合 二 2 lx，x， xl ) 5 
再 令 
一 一 
则 在 么 模仿 射 儿 何 中 关于 空间 曲线 的 最 低 阶 不 变量 出 现在 
0 1 0\ 
{y:，yz， or 一 K:。。 0 1 工 )* yz ys}》 (2.15) 
K， 3kK， 0 


中 ， 这 个 构造 用 到 六 阶 导 数 ; 对 C'" 曲线 是 成 立 的 。 按 黑 我 们 的 
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处 理 方法 ， 现 在 需要 构造 C* 曲线 的 五 阶 的 微分 不 变量 。 
象 在 欧 氏 几何 中 一 样 ， 对 C" 曲 线 可 以 求 出 一 个 五 阶 标 架 ， 如 


果 我 们 只 寻找 Cartan 抢 阵 ， 它 们 的 元 素 除 一 可 加 常数 〈 积 分 不 


变量 ) 外 是 固定 的 。 那 末 标 架 自身 不 是 唯一 的 ， 但 是 只 差 一 个 常 
数 么 模仿 射 变换 。 从 导致 (2.15) 的 构造 ， 避 起 来 寻找 一 个 适当 
的 标 架 {z:。， z:， zs}， 它 是 由 下 面 的 关系 从 {al，ai，as} 导出 的 。 
1 0 0 
{zi，z2 | 0 1 0 )j“ ay as)。 
G 0 1 
引用 方程 〈1.6.7)， 新 标 架 的 Cartan 乞 阵 变 为 


0 1 0 
请 有 
oa 十 RaTR， 0 
从 此 对 于 具有 Cartan 插 阵 


0. 1 0 

区 0 1 ) 人 十 9 一 ，9 一 一 局 (2.16) 
0 9 0 

的 一 个 标 架 得 到 a 的 决定 : 


a= 一 人 adc=- 人 ax， xx 


2. 定 值 仿 射 曲率 的 曲线 ”由 方程 (2.12) 可 知 ， 在 企 中 ， 
A， 刀 等于零 的 曲线 是 鸡 一 X 一 0 的 积分 曲线 ， 它 们 是 三 次 空间 
曲线 x 一 ac* 十 bao: 十 ca 十 山 〈 一 切 二 次 曲线 是 平面 曲线 ， 于 是 从 . 
三 维 的 理论 中 应 除外 。) 

单 参 数 么 模仿 射 变换 群 的 轨 线 是 仿 射 曲率 户 为 常数 的 曲 
线 。 它 们 是 


xz 一 RaxZ 一 RiX 一 0 (2.17) 
的 积分 曲线 。 这 个 常 系数 向 量 微分 方程 的 解 依赖 于 它 的 特征 方程 
y3 一 P2y7 一 访 一 0。 《2.18) 


I. RAR 关 0。 
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ee 


A,， 若 (2.18) 有 三 个 不 同 的 根 rjy ro rs 则 (2.17) 的 一 个 
特殊 解 是 
X' 一 (arie'l" gre'2 crse)， 和 十 思 十 一 0， 
或 即 
Xx 一 《aerio ,berz"， cerso)， 
条 件 |x，x2, x“|= 1 是 abcp (4 有 一 27 凶 ) 一 1 。 曲 线 是 完全 在 下 面 : 
的 三 次 曲面 上 ， | 


ff 


ep 一 7 
B. 车 〈2.18) 有 一 个 重 根 ， 则 x“, x“, x“ 不 能 是 线性 无 关 。 
这 个 情形 ， 要 把 4 一 27 外 一 0 除外 。 
C. 若 〈2.18) 只 有 一 个 实 根 "， 其它 两 个 根 是 
fa 一 171 十 ;7171 fs 一 1771 一 51112。 
《2.17)》 的 一 个 特殊 解 是 
X 一 (ae benlcos11 Gy ce”1csinjjsG )， 
式 中 
十 2731 一 0 
abgcripe[(93 十 27)2 十 ri(Co 一 ) 一 2ri1 一 工 。 
TPR 一 0.。 
A. R>0。(2.17) 的 一 个 解 是 
x 一 计 -Ginh 记 /so， cospA/20， 局 020) 


B, P<0。 

x= 一 下 -Gin( 一 名 oo os(- 和 wa (to， 
因为 不 变量 除 一 么 模仿 射 变换 外 刻 划 曲线 ，(2.17) 的 一 个 特殊 
解 同 一 般 情 形 起 同样 的 作用 ， 

?， 丸 维 仿 射 空间 中 的 曲线 ” 设 杂 "为 四 维 仿 射 空间 ， 坐 标 为 
X1，…，X”。 人 4" 中 么 模仿 射 变 换 是 

X ”一 08X8 十 0 1 和 0%， B， Y，，… 委 11 det(a 虽 一 1， 

(2.19) 
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或 即 

x* 一 x4 十 2，| .41|= 1 。 (3.19)/ 

这 个 么 模 变换 群 有 mz:- m -- 1 个 参数 ， 按 照 8 3.1 所 讨论 的 理由 ， 

本 段 只 论述 4 中 这 样 的 曲线 x( 1 )， 使 得 在 一 切 点 处 ， 
CD xzo。 

直 


2 人 


定义 不 变 参数 o， 称 为 仿 射 红 长 ， 

么 模仿 射 不 变量 按照 ;3.1 的 方法 可 以 得 到 。 图 定 坐标 系 由 
标准 标 架 {e，…。 ec} 给 定 。 灌 射线 x( + ) 的 活动 标 扣 册 向 量 
ai 一 -9 车 〈; 一 1，.…。，mm) 构成 。ay 是 不 变 的 ， 它 们 是 线性 无 
关 的 ， 并 由 方程 2.20)， 它 们 张 成 一 个 m 维 体 积 1 。 标 絮 折 阵 
4(c) 罗 
《al …， ao} 一 4(a){ep en)} 
是 么 模 的 。 C (4) 是 迹 等 于 零 的 矩阵 ， 由 定义 ， 


ai 一 019 1 二 纪 。 


从 此 
0 1 0 0 
1 0 1 0 … 1 
CC4 一 | 。 《2.21) 
0 ee 0 1 
PR Re PR。 0 


所 以 启 (1 si 福 m 一 1) 是 z 一 1 个 不 变量 ， 除了 一 个 定 什么 
模仿 射 变换 外 ， 这 些 不 变量 刻 划 曲线 x(c )， 对 


及 二 | ax dr dx dax ax 
| 


. oa om 人 采 ) 
的 计算 包含 .955 和 = 一 一 7c9 人 的 计算 。 是 包 人 5 中 的 m 阶 
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导数 的 一 个 玫 达 式 ， 从 而 包含 x 的 2m 阶 导数 ， 所 以 户 是 2 阶 
不 变量 。 对 于 一 个 最 低 阶 标 架 所 需要 的 计算 是 很 复杂 的 。 这 里 从 
略 。 对 于 = 3 的 情形 已 在 上 一 段 做 过 。 

下 列 命 题 让 读者 作为 练习 ; ” 

1 在 xo 处 的 活动 标 架 中 ， 求 出 一 空间 曲线 以 x: 作为 参数 
的 x:(xi)，x%s(xi) 的 素 勒 展开 式 中 第 一 项 。 证 明 在 4 中 一 条 空 
闻 曲 线 在 每 点 有 一 条 密切 三 次 挠 曲线 。 

2 证 明 仿 射 曲率 户 是 常数 ， 当 只 当 存在 常数 w，B ，Y 和 
一 个 常 向 量 9 使 得 

x(f) 十 ayiCt) 十 By (tf) 十 Yys(i) 一 q。 

3” 求 8B=0 (第 2 题 ) 的 曲线 

4 求 单 参数 群 ， 它 们 有 带 定 值 仿 射 曲 率 曲 线 作 为 轨 线 。 证 
明 单 参数 群 完全 决定 于 不 变量 ， 如 果 至 少 有 一 不 变量 尖 0 。 

5 应 用 第 4 题 ， 求 出 全 中 在 一 个 双人 参数 么 模仿 射 变换 群 
下 一 切 不 变 的 空间 曲 组 。 

6 ” 求 as 有 定 方向 的 一 切 曲 线 。 

7” 寻求 4 中 仿 射 曲率 等 于 零 的 曲线 。 


8 3.3， 曲面 的 仿 射 微分 几何 


1，Frenet 公式 ”本 节 着 重 研究 在 三 维 空间 4* 中 人 么 模仿 射 群 , 
六 一 xd 十 a， 4 一 1 
之 下 曲面 杂 的 不 变性 质 。 最 后 简略 地 介绍 * 维 仿 射 空间 如 中 的 
曲面 论 。 设 r(xs， 好 ) 表示 曲面 MC .4 的 位 置 向 量 ， 令 np eub 62 
e: 是 M 上 一 个 仿 射 标 架 ， 使 得 e，e: 在 " 切 于 M， 并 且 
lle，e:，es|l= 一 1。 (3.1) 
这 样 ， 我 们 可 以 写 出 Frenet 标 架 的 位 移 公式 如 下 ， 
dr 一 ole 十 ozey (3.2) 
d {ef 一 (o 纪 ){ey)， (3.3) 
这 称 为 Frenet 公式 。 
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这 把 (3.1) 求 导 ， 然 后 应 用 〈3.2) 即 得 


oft= 0。 (3 .4 
可 积 条 件 wg (dm = dg (dce)==- 0 是 
oo" 一 op 人 aog (apB 一 1，2) (3.5) 
0 一 OLI 人 oji 二 oo: 入 oa， 《3.5)7 
doi 一 of 人 of。 (3.5)7 


把 Cartan 习 理 应 用 到 〈3.5)"， 则 有 一 个 对 黎 矩 阵 〈!。p)， 使 得 
1 1: 

(ob o 沪 一 (o， on 

1 ha 

如 果 考 虑 切面 不 动 的 一 个 么 模 变 换 来 换 标 架 ， 


eli/ et/ 0 
《et 一 攻 ea 10 jw |le 帮 一 了， 《3.6) 
el 6E8/ eEjv ， 
则 线性 形式 所 受 的 变换 为 [见方 程 (1.6.7)] 
(ol，o9 一 (ol/， oo 人 -em 
6 E3/ 
(@ 蚁 oo 及 ) 一 (ob ao) 瑟 3 一 (oox ) 厂 3 (Je) 3 
其 余 的 形式 变 为 复杂 的 表达 式 ， 现 在 不 需 要 。 因 || 忆 il| 关 0， 从 
《3.7) 的 第 二 个 方程 推出 
sgn|ljep|| 一 sgnllovs2 
是 一 个 仿 射 不 变量 。 引 用 欧 氏 几何 中 的 类 似 术 语 ， 我 们 把 曲面 上 
的 点 按 这 行列 式 的 符号 来 分 类 ， 
燃 圆 点 册 call > 0， 
双 曲 点 册 all< 0 ， 
掀 物 点 jall= 0 。 
在 不 同 区 域 中 ，Frenet 公式 也 不 同 。 
I ， 柳 圆 区 域 .可 以 求 出 这 样 的 变换 矩阵 ， 使 得 


《1.8/) 一 瑟 3 (op) 忆 扩 一 77， 


了 工 》 -地 是 元 素 of 在 矩阵 〈o8) 中 的 于 式 。 


《3.7 


as EL89。 


即 

ao 世 一 oo ，o3 一 ov 。 《3.8) 
使 (3.8) 保留 不 变 前 最 一 般 么 模 变换 〈3.6) 是 使 忆 3, 正 交 ， 为 
而 el= 1。 为 了 简化 计算 ， 我 们 先 来 研究 特殊 变换 


1 0 0 
oo 0 1 0 | (ez )》， (3.9) . 


e 失 e 和 1 
严 
ao2 一 o8 十 elo 二 esioa 


因为 @" 是 切面 7* 上 一 个 基底 ， 所 以 关于 任 一 坐标 系 可 写 出 


GO =W 和 0 
我 们 可 以 适当 地 选取 唯一 的 向 量 场 es 使 
oO 一 0。 


这 使 e 忒 = 一 msvira， es = 一 ms/s/ 可 以 得 到 。 在 这 个 选择 
下 ， 通 过 r 而 沿 方 向 ev 的 直线 称 为 曲面 在 r 的 仿 射 法 线 。 由 
方程 〈3.4)， 关 于 新 标 架 ，o 盖 一 0 和 。 由 方程 (3.8)，do% 一 
do"” (=17，27)。 比 较 可 积 条 件 ， (3 和 (3.5)"， 给 出 


2iz2y 站 一 (mwiz 2 十 怨 :2 ) 一 0， 


2 十 mioap2 二 oo = 0 。 (3.10) 
剩 下 的 可 容许 变换 只 是 ， 
cos0 sin0 0 
-| -am cos6 0 ee (3.1D 
0 0 1 


有 从此， 由 《〈1.6.7) 和 (3.10)， 得 到 ， 


尹 ] 了 
=( iuwL co838 二 -oao sin3g ja 


+( woazzcos30 一 ooeaoisin39jm 


如 果 再 用 和 叶 一 己 oa" 表示 属于 不 变 标 架 (ay} 的 线性 形式 


afH90 “ 


1 
、tan30= 2 
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从 此 导出 

T 一 XT1 
了 称 为 曲面 的 本 圆 仿 射 曲率 。 车 mwivael 一 Wi 如 1 xz 一 0, 则 了 一 0， 
并 且 {ai} 是 不 能 确定 的 ; 这 样 的 点 叫做 Darboux 脐 点 。 这 个 情 


形 将 在 下 面 作 详细 的 叙述 。 在 非 Darboux 脐 点 处 ，8 除 一 -的 


倍数 外 是 决定 的 。 故 有 三 个 Darboux 方向 。 Darbcux 方 向 代替 
欧 氏 几何 中 的 主 方 钠 。 现在 方程 (3. 10) 化 为 到 十 车 一 
一 27m:。 方 程 (3.5)7 化 为 dr3= 0 一 直入 za 十 双人 入 呈 ， 这 表明 
古 3 一 33。 因为 标 架 现在 已 是 按 一 个 不 变 的 方法 定义 好 了 ， 所 以 
函数 了 ， 情 ,， 妃 :，Pi，P3，Pi: 都 是 不 变量 。 1 

定理 8.9 ”在 一 个 酉 圆 区 域 中 每 点 存在 唯一 的 仿 射 法 线 (除了 
在 Darboux 脐 点 )， 又 三 个 Darbouzx 方向 中 的 两 个 方向 与 仿 射 
法 线 一 起 决定 一 个 不 变 标 架 ， 它 的 Frenet 方程 是 ， 


ZL 得 ! 
ou 末 一 7 =] (afy， 
坟 到 0 
T? 十 一 一 2Jr2，T 人 rl 二 TAN 人 r2 一 0。 
可 积 条 件 〈3.5) 可 写 为 不 变 导数 的 形式 ， 
dx 一 PTAT5 dm 一 (十 了 mA 人 Am， 
Pi 一 上 :一 3P7 一 工 
3 一 PICPi 一 了 ) 十 (PE 十 Pi 一 Pi ， 
记 一 (P?:+37)(CPi 二 27) 十 天， 一 Ps 十 27 (3.12) 
(Pi 一 Pi)) 十 2P 和 (Pi 十 27) 十 Po 一 站 os 一 0， 
帮 :( 有 一 PP 一 2P 和 PT 十 Ps 一 Ps 一 0。 
这 些 方 程 表明 ， 若 给 定 了 和 T"， 则 可 以 计算 一 切 不 变量 ， 那 末 只 
有 最 后 两 个 方程 是 真正 的 相 容 性 条 件 。 以 后 再 回 到 不 变 标 架 和 不 
变量 药 实 际 的 决定 问题 。 
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1 0 
IE， 双 曲 区 域 。 和 用 (. 可 以 引用 本 LO ES 


0 
或 者 已 3 (1p) -| | 人 第 一 个 情形 相当 于 椭 


圆 区 域 的 论述 ， 但 是 它 导致 很 复杂 的 计算 ， 所 以 我 们 选取 第 二 个 
方法 ， 这 是 由 
ij/ 对 一 02，olo2 一 OU (3,.13) 
来 刻 划 的 。 与 上 面 一 样 ， 仿 射 法 线 是 由 一 个 变换 (3.9) 和 条 件 
os 一 0 来 定义 的 。 从 (3. 13) 和 可 积 条 件 《3.5)， 我 们 得 到 
miyap2 一 Wayiy 忆 一 0 。 


使 《3.13) 和 es 为 不 变 的 么 模 矩 阵 只 是 


0 0 
1 
{a1 一 | 0 一 一 0 je。 
0 0 1 
Cartan 符 阵 变 为 1 
TH 1 0 0VWoo op oo2 了 0 0 
一 ri | =| 0 -- 0 ov” 一 oo ov 0 ff 0 
0 WO 0 lo oo 0 八 0 0 1 
1 0 0 
0 0 1 
从 


2 一 /8 27 一 1 1 ye“3 17 一 2 
TI 二 II 开 T2 一 上 2020 9 


推出 
PP 一 tipiva spa 
是 一 个 不 变量 ， 经 过 一 个 么 模 变 换 可 以 把 ai 或 a; (和 as) 的 方 
自 变 为 它 的 反方 向 ， 因此 可 以 选取 标 架 ， 使 得 
2iPi 一 />0。 (3.14) 
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称 7 为 曲面 的 双 曲 念 射 旧 率 。 如 果 了 尖 0， 妨 得 


到 邓 = yz， 到 =VJma。 对 了 = 0 的 情形 将 在 下 面 讨论 ， 
定理 3.10 ”在 具有 非 零 双 曲 型 仿 射 曲率 y 的 一 双 曲 区 域 中 ， 


每 点 存在 唯一 的 标 架 ， 它 的 Frenet 方程 是 


Ti vVTL T2 
ai ea = 


1 2 
Tr3 TI 10 


可 积 条 件 (3.5) 是 
di 一 PirI 人 2 dm: 一 Pr 人 xz2， 
1 一 PP 一 一 2 十 Pa 一 Pi 
一 一 37 Pi 二 yo 
及 :=3JPH 7 (3.15) 
7 一 2PP 十 Ps 一 Pio=0， 
一 有 一 2P3 Pi 十 Pi 一 Pa 一 0。 
车 给 定 r:， 2 和 了 了， 并 服从 可 积 条 件 ， 则 可 决定 标 架 和 一 切 不 
-变量 。ai 和 a* 的 方向 是 曲面 上 的 渐 近 方向 ( 见 8 3.3)。 
站， 抛物 区 域 . 现在 假定 在 曲面 的 某 开 集 上 |l.all= 0 。 我 们 
不 论述 曲面 上 抛物 曲线 的 情形 。 因 为 在 仿 射 几何 中 ， 柚 圆 区 域 和 
` 双 申 区 域 是 完全 不 同 的 ， 不 想 流 照 一 个 连续 的 方法 让 过 一 条 阁 物 
曲线 ， 能 够 把 权 圆 和 双 曲 的 标 架 联结 起 来 。 
考虑 两 个 情形 。 
A. 若 1e 都 为 零 , 则 oi= 一 o3= 0 因而 由 (3.3)， 有 
IN de:=ojel 十 oze:。 
平 。 
B . 若 (1.8) 的 秩 是 一 ， 我 们 可 以 用 


0 
| ， 
0 1/ 


即 ou! = 0 和 ov = ox 来 标准 化 符 阵 。 可 积 条 住 
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do 一 0 一 oo 人 oo2 
表明 2 一 za oO 。 方程 
dr 一 ol er 十 Oo el 
de 一 0 8y 十 Oley 久 oo es/ 
de:y 一 oO/ el/ 十 oO:/2 ev 十 Oo2 86， 
沿 曲线 ox = 0 化 为 
dr 一 ov el 
de 一 orei 
de 一 or/Yeiy/ 十 ov2 ev 
曲线 o* = 0 是 直线 ， 因 为 它们 的 切线 el 的 方向 周 定 。 此 外 , 因 
为 dgel/，de: 为 e，e: 的 线性 组 合 ， 故 沿 方向 el 的 这 一 母线 的 
切面 ev/，e:/ 是 固定 的 。 因 而 便 有 
定理 3.11 抛物 型 曲面 是 可 展 曲面 。 
(1) 车 us 必 一 0， 则 ei 的 方向 在 曲面 上 是 固定 的 。 一 切 
母线 是 平行 的 ， 于 是 曲面 是 一 柱 面 , 


(2 ) 着 ma 必 头 0， 刚 疡 扣 的 可 半 许 变换 是 么 相 阵 


/ 
el 0 0 
GE27X 于 CE27 2 0 。 
17 27 3/ 
easy esX2 CE31 


我 们 首先 研究 
所 0 0 
《el = 一 | 0 一 0 er 
0 0 1 


的 影响 ， 这 里 olp2% 一 fauirarw oz， 取 + 使 
. 一 (airay2 7 5 
就 有 标准 化 
@ “一 oz 
对 于 do* 一 da 1 一 dao:y 的 可 积 条 件 是 


(oo 一 oo 人 oz 一 0， 


。 194 。 


(o， 1 一 2o 2 多 十 osyi) 人 o2 一 0 。 
从 一 个 平凡 方程 〈(orx “) 人 o: =-.0 减 去 最 后 方程 得 到 
ao 0 人 2 一 0。 
从 这 些 方程 可 知 
aip2 一 oO 十 zip ao2 
ao2 一 Way 200021， 


凡 凡 及 多 久 
ss 一 一 01 一 (ivsyl 十 上 0202 )02 。 


1 0 0 
oo-| ea 1 0 《ez7)， 
0 0 1 


保留 上 面 的 关系 并 给 出 os= osy2 二 es oo 。 所 以 可 从 选取 
标 架 使 


变换 


os 一 0。 
可 积 条 件 do 一 0 一 (os 一 oo ) 人 o” 表明 mw 一 
see 
a .车 we 一 0， 则 de 一 oren 十 Oo"el 一 dr 点 r 一 6 
是 固定 的 ， 于 是 曲面 是 以 r 一 ei* 为 顶点 的 一 个 锥 面 。 
b . 车 ww 天 0， 则 可 容许 变换 只 是 


， 工 0 0 
{ai) 一 | 0 1 0 ) 《ez 时 ， 
e 0 0) 


这 里 中 =o: 呈 一 e 扩 2。 所 以 一 个 不 变 标 架 可 以 从 条 件 P:= 0 
得 到 。Frenet 方程 是 、 
TI 十 已 1:T2 了 -0 
d{ai) 一 2 0 2 {ai)， 
PT 十 Pr PT 十 Ps 一 一 im 
留 给 读者 来 计算 以 不 变 导数 表达 可 积 条 件 。 它 们 表明 ， 如果 知道 


5 到 和 万,， 那 末 一 切 不 变量 都 是 可 以 决定 的 ， 
2， 曲 面 的 基本 形式 ”由 上 面 的 论 述 ， 曲 面 的 一 切 点 的 不 变 
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仿 射 Cartan 矩阵 的 形式 已 经 决定 了 。 现 在 转 到 用 对 称 微分 形式 
对 不 变量 的 实际 计算 。 仿 射 几 何 的 第 一 基 本 形式 是 
中 一 ja ay， dr 一 (5 十 (5272 棍 圆 区 域 ， 
一 2mr _ 双 员 区 域 (3.16) 
一 (zx9)5 掀 物 区 域 (不 是 平面)。 
这 里 只 考虑 本 图 点 和 双 则 点 ， 可 展 曲面 作为 空间 曲线 的 切 昌 面 较 
易 处 理 〈82.4.2)。 
为 了 计算 中 作为 一 个 参数 表示 r(an 呈 ) 的 一 个 函数 ， 我 们 从 
存在 一 个 非 奇异 矩阵 (9 使 得 
人 =Gofasy，c,B=1,2 
的 事实 出 发 从 此 推出 zx 一 (dap) (X8) 和 
| 辣 ， 闽 ， 好 |=- codedo=lhale。 
如 果 把 中 代 换 为 中 的 的 表达 式 ， 并 再 把 r* 以 难 表 达 ， 推 出 
人 在 了 人 
” 【gl 在 双击 的 情形 。 
区 的 符号 可 以 用 来 区 分 败 贺 区 域 和 到 曲 区 域 。 当 参数 霄 示 给 定 
时 ， 则 可 计算 基本 形式 
@=|ZalT”Zoadardae 一 [El 
它 的 〈 对 称 的 ) 微分 是 
d 印 =|ao ao dir 十 |ay da，， 中 川 十 da ay dsr]| 
一 ab az ds 咱 一 T[(nr03 一 3ml(z2) 扫 一 [Tidrl 十 ax2dm9， 


of er 
DLL 8082， 


a2r|，(3.17) 


视图 的 情形 
一 ayarzy dsrll| 一 7[(r0s 二 (rz) 习 一 [rldr: 十 mr2dmD， 
双 曲 的 情形 
在 这 两 个 情形 中 ， 三 次 形式 
里 =llab anadalll 一 一 d@ 一 | 上-， -2 ，der 


-一 -de 
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= 了 T[(r): 一 3r!(r5 习 ， 椭 图 的 情形 (3.18) 
=J[C(rD :二 (5 双 曲 的 情形 
是 不 变 的 。 呈 称 为 仿 射 儿 何 的 第 二 基本 形式 ， 或 称 为 Fubini- 
Pick 形式 。 ， 
在 梢 图 的 情形 ，x: 可 以 取 形 如 :一 0g， 其 中 6 为 中 的 三 个 线 
性 因子 中 任 一 因子 ， 函 数 ec 可 以 按 中 一 a99: 一 (z 是 一 个 完全 平 
- 方 的 条 件 求 出 。 c 的 符号 由 条 件 了 之 0 来 决定 ， 向 量 ae 由 dr 一 
ra 来 求 。 
在 双 昌 的 情形 ， 从 (3.16) 和 (3.18) 推出 吓 和 中 可 以 同 时 
对 角 化 ， 这 个 问题 的 解 是 唯一 的 《除了 项 的 变更 )。 
两 个 形式 @ 和 下 一 beardurdautdu 不 是 互相 独立 的 。 从 定义 容 
易 验 证 
了 ap 一 2Lopis 十 ipia 一 0， 
ap 一 2Li2Dios 十 志 48 一 0 。 
由 于 这 些 条 件 ， 中 和 下 叫做 从 配 极 。 因 为 次 烙 不 同 的 形式 的 从 本 
极 没 有 简单 的 几何 解释 ， 我 们 对 它 不 作 进 一 步 的 研究 。 ”， 
3， 导 出 方程 ”不 变量 7 和 了 描述 曲面 在 一 点 邻 域 中 的 形状 。 
我 们 取 标 架 ay (ro) 作为 一 个 〈 斜 交 ) 瞧 标 系 % 的 基 克 .在 
re 的 邻 域 中 r(x5 22) 的 Taylor 展开 式 前 前 儿 项 为 
2 《dxro) 十 -二 (cer) 十 
或 者 把 航 标 国定 起 来 :比如 mn= 0，(dnDu=xzai 十 xeas[ 从 此 
Cr? 一 x]， 或 者 可 以 从 基本 形式 来 计算 ， 推 出 


党 at，as(ro， 咱 = -Ce 二 (的 习 二 -CC(e9 
一 3xx(o)5 十 .本 贺 的 情形 (3.19)， 
了 2 一 2 十 -CCx084 (2) 习 十 ……， 双 曲 的 情 正 。 (3.19)， 


从 这 些 公式 容易 看 出 “ 梢 圆 、 双 曲 、 拓 物 ”点 这 些 字 在 欧 氏 玫 何 
与 仿 射 几何 中 有 同样 的 意义 。 
下 列 问题 留 给 读者 作为 练习 


『 一 ro 十 《dr) ,十 
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1. 决定 曲面 (xz0* 二 (x593+ (xs 一 1 上 的 椭圆 区 域 和 双 曲 
区 域 。 

2， 求 问题 1 的 曲面 的 仿 射 曲率 。 

3， 求 曲面 xse" ”= 1 在 〈0，0，1) 的 仿 射 曲率 [应 用 公式 
(3.19)。 

4， 证 明 一 个 二 次 曲面 的 仿 射 曲率 等 于 零 。 

5， 讨论 由 公式 〈3.19) 所 描述 的 曲面 〈 关 于 笛 氏 坐标 )， 假 
定 仿 射 曲 率 为 常数 和 展开 式 中 未 写 出 的 项 不 计 。 

6.， 求 曲面 x8= 4x!x2 一 2(20)2 一 (2 在 《0，0，0) 的 仿 射 
法 线 和 仿 射 曲率 【提示 :， 求 斜 交 轴 来 得 出 一 个 展开 式 〈3 .19)]。 

7， 用 仿 射 法 线 as 我 们 结合 由 %(as) = 1 的 一 个 协 变 向 量 。 

(a) 证 明 xc(r0) 一 ar 一 (ex/euf) re) 一 0。 

(b ) 证 明 切 面 是 mi(x 一 中 = 0 。 

(ec ) 为 什么 在 这 个 问题 中 协 变 与 道 变 向 量 的 区 别 是 本 质 的 ? 

8 仿照 定理 2.26 叙述 仿 射 几何 中 的 存在 性 和 唯一 性 定理 。 

9. 写 出 抛物 遇 面 的 不 变量 的 可 积 条 件 。 

4， 特 殊 曲 面 

(1) 了 =0。 我 们 从 研究 一 切 点 都 是 Datbouz 脐 点 的 曲面 
开始 。 我们 可 以 从 


0 Op20 OIL 
久 1 
dei 一 | 一 0ip2 0 CD? ] {ei0》 


17 aso27 0 
出 发 。 对 于 dolix 赤 和 dosx? 的 可 积 条 件 是 
szap 玫 一 syi02? 一 0。 
关于 标 架 (er 的 可 容许 变换 只 是 由 (3.11) 给 定 的 ， 从 它们 
得 到 


037 


一 Op 十 Gd0， 

T 一 (Wsyiy cos29 十 Wsyap2ysin20)T1 十 (oosyap 黎 
一 WO)sinbcos6T2， 

13 一 (msya02 一 Wesyapt sinbcosbrl 十 (wswizl sin20 
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十 zspaa cos20)T2。 
因为 经 过 变换 后 ， 可 积 条 件 也 必 成 立 ， 所 以 有 P3:= Pa= 0， 即 
msoab 玫 一 zs 并 且 还 有 已 2,= Pi。 对 于 dm3 和 dr3 的 可 积 条 
件 给 出 gPi = 0 县, 一。 是 一 常数 。 最 后 ，Frenet 方程 是 


0 T 区 1 
dai) 一 一 r 0 = (ai}y， (3.20) 
Cr CR2 0 
dm 一 cf 人 2。 


A，e -= 0。 这 时 ， 吧 是 一 全 微分 一 d6(a,a)， 从 此 存在 
一 个 变换 (3.11) 给 出 一 个 标 架 fa'y， 使 得 吗 = 0， 则 又 有 
dr" 一 0， 并且 我 们 可 求 新 仅 标 (局 部 ) 使 得 r" 一 qu 。Frenet 
方程 

. dr 一 dola 十 dozay 
da 三 dvlay 
da: 一 do"ab 
das 一 0 
是 容易 积分 的 ， 
rn 十 atai(0)+oxat(0) 二 -人 六 二 人 as(0)。 
关于 由 向 量 ai( 0 ) 确定 的 合 交 坐标 系 ， 曲 面 的 方程 为 
字 一 (CD 二 (x95。 

这 是 一 个 椭圆 抛物 面 。 优 射 法 线 就 是 抛物 面 的 直径 方向 。 


Be 天 0、 这 时 das= e (xlai 二 at) 一 cdf。 若 取 原 点 ， 
使 as( 0 ) 一 K( 0) = 0， 则 仿 射 法 线 平 行 于 向 径 ，as=cr。 这 样 
一 曲面 叫做 一 个 仿 射 球面 (N= cr 刻 划 欧 氏 球面 )。 为 了 使 (3.20) 


中 的 Cartan 和 矩阵 为 反对 称 的， 我 们 引用 


R 0 0 、 
tai)=| 0 AR 0 | 
0 0 区 沁 
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来 变更 向 量 {aj》 的 长 ， 结 果 是 


玉 al 0 到 pr pal 
| | | -本 0 pe ta 
as CTL CT as 
且 砚 ” -本 0 八大 


从 此 ， 我 们 要 选取 局 = 一 。 

1) "<0。. 若 取 名 = 一 cc， 则 Cartan 和 矩阵 是 在 双 (Oa) 
中 ， 著 标 架 {Rai(0)，Rpa:(0 )，as(0)7/8 是 标准 正 交 的 ， 则 as 
的 端点 画 一 个 半径 为 忆 的 球面 ， 车 标 架 的 原点 是 固定 的 ， 则 在 一 
般 情 形 下 ，as(u, 刀 ) 的 轨迹 是 一 覃 球面 ， 就 是 一 个 球面 的 仿 射 
象 。 ro 妈 ) 描绘 一 个 位 似 本 球面 

2) >>0。 车 取 展 =， 则 Cartan 矩阵 是 在 矩阵 群 4 的 
Lie 代数 中 ， 这 里 


-1 0 0 -1 0 0 
4 0 一 1 | 0 一 1 ' 
0 0 1 0 0 1 


因为 群 是 由 对 称 性 质 刻 划 的 ， 


.7/--1 0 0 --1 0 0 
| 1 jc- la ceo 上 
0 0 1 0 0 1I 
在 这 个 群 的 意义 下 ， 如 果 标 架 是 “标准 正 交 的 ?>， 就 是 ， 
-1 0 0 -1 0 0 
woor 0 一 1 co 0 一 1 "| 
0 0 1 0 0 1 
(3.21) 
它 对 一 切 参 数值 保持 如 此 。 这 表示 ay/ 入 的 端点 总 在 双 时 等 轴 双 
曲面 一 (x 人 一 (5 十 (xx 人 一 1 上。 把 它 施行 一 个 一 般 仿 射 变换 


ee 


(2 ) 7 = 0 。 按照 方程 (3.14)， 我 们 必须 区 分 两 个 情形 ， 
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A.、 忆 ;和 0。Frenet 公式 是 


并 .0 TS 
df{ai} 一 [me -一斑 =] - 


了 PT Pa 0 
”曲线 <= 0 是 直线 (da 一 xiai)。 这 时 曲面 都 是 直 纹 面 都 是 不 
可 展 曲面 )。 

B. Pi=-0。 。 

1) 避 夭 0。 经 过 项 的 一 个 变更 aas， as->al， as 一 一 as 
使 这 个 情形 与 4 相同 。 

2) 刀 ,= 0 。 按 照 情 形 〈1 7) 那样 论述， Frenet 公式 是 


Ti 0 工 2 
or 人 ， 一 二 = 


cml cr 0 
dc= 0 
两 系 参数 曲线 都 是 直线 ， 于 是 曲面 是 让 级 二 次 南面 ， 对 c=0， 
我 们 有 双 曲 抛物 面 
Pr 一 ro 十 Xial(0) 十 xsas(0) 十 Xixzas(0)。 
对 天 0， 象 (1) 3 那样 论述 ， 表 明 曲 面 是 一 单 叶 双 曲面 ,就 
是 
《xD2 十 (x2)2 一 (xs)2 一 1 
的 仿 射 象 ， 伪 身 法 级 通过 曲面 区 中心 
《3) 容 有 全 中 一 个 可 迁 么 模仿 射 变 换 群 的 曲面 。 这 种 曲 面 
的 特征 是 它们 的 一 7 切 不 变量 都 是 常量 。 我 们 来 决定 一 切 这 种 酉 贺 . 
型 与 双 曲 型 曲面 。 扩 物 型 曲面 见习 题 。 
A， 梯 圆 型 曲面 。(3.12) 最 后 两 个 方程 变 为 
(一 3 一 2 一 0， 
(3 一 P3,)P3 十 2P3 (Pi 十 27) 一 0 。 


”或 者 这 个 齐 次 方程 组 有 平凡 解 


忆 一 Pa= 0，Pi= 0， 2 
或 者 它 的 行列 式 等 于 堆 ， 
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Pis(Pi 二 21) 十 (Pi 一 0。 、 (3.22)7 
i) Pi=P，P 一 0， 方 程 (3.12) 是 
iT 一 0，67T(P3 二 了) 一 (Pi 
a. 了 = 一 0。 等 仿 射 萝 率 的 圆 型 曲面 是 二 次 曲面 。 一 切 二 
次 曲面 额 有 可 迁 么 模仿 射 变换 群 。 这 里 我 们 决定 条 圆 型 挑 物 面 的 
群 〈 情 形 〈《1 )A7， 把 这 个 方法 应 用 到 一 切 二 次 曲面 。 


抛 有 物 面 的 方程 可 写 为 矩阵 形式 
1 0 0 0NVWAxi 
0 1 0 01x2 
(xx2 3， 1 ) 0 0 0 本 1 X3 一 0 。 
0 0 一 工 0 1 
这 个 方程 对 于 变换 
(xx vxa 1) 
al/ ca Ga 0 
ad oa ao 0 | 
一 人 XXX 1 2 37 ， 127 肖 1 一 
(友和 1 
3 3 3 
bp 8 pb 1 
是 不 变 的 。 从 此 
oo OU 0 0 0 好 
aa ae 00 1 0 0 时 好 
0 
六 1 人 0 0-1 0 0 0 1 
1 0 0 0 
0 1 0% 0 
0 0 0 一 1 上 。 
0 0 一 0 
同 这 个 条 件 相 容 的 符 阵 只 是 


cos 申 ”一 Sm 中” bcogs 引 一 /sin 中 
sinm cog 引 bsin 申 十 cos 
0 0 1 


017 02/ 于 《5017 )2 十 (82/ )a 


mm 乙己 
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这 个 群 有 三 个 参数 。 
.b， 7 天 0。 这 时 司 ==0 和 产 ,= 一 一 了 。 由 方程 (3.12)， 
an"= 0， 我 们 可 以 用 参数 如 使 得 =du。Frenet 方程 是 
dr 一 aid2I 十 asduw2 
Za 一 7dl2 1 
da 一 | 一 Tadi 一 FTdul dus ] 
272daul 272du 0 
因为 da:=27*dr， 所 以 曲面 是 一 仿 身 球面。 如果 选取 原点 ， 使 
as 三 272， 则 上 为 如 下 的 偏 微分 方程 组 的 一 个 积分 : 
六 1 一 有 19 和 2 一 六 29 
rulel 一 ro 十 272r， 
rula2 一 一 了 ro 
ra 一 一 了 ro 十 2727 
对 ru 的 方程 表明 r 一 e-o2x(2) 十 y(u)， 另 两 个 方程 给 出 
『 一 Ci62141 十 er! (ce eue ee) 
对 妇 一 好 一 0 ， 和 条件 la as all= 1 变 成 
12 3 Tcicscs|l 一 T。 
.如 果 应 用 线性 无 关 的 向 量 cy 作为 坐标 向 量 ， 则 r 一 “cs， 曲 面 的 
方程 是 


XI1X2X8 一 1 。 


它 容 有 双 参 数 群 
0 0 
0 5 0 
0 0 二 
因为 有 三 族 Darboux 村 所 以 有 可 能 组 成 群 的 每 个 变换 具 有 
访 开 


一 个 旋转 一 5 或 -3 。 全 变换 群 不 能 从 它 的 局 部 群 得 到 ， 它 有 三 
个 “联络 支 量 "， 对 具有 非 零 曲 率 的 一 切 本 圆 型 曲面 都 能 得 到 这 
个 情况 。 
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六》:(P3++27) 十 (Pi 一 0。 如 上 所 述 我 们 只 讨论 
了 T 尖 0 的 情形 。 
a. Pi 一 0。 
i) 嫩 : 一 0。 因 为 dm 一 0，dm: 一 TI 人 从 而 可 以 求 出 
这 样 的 参数 ， 使 得 ri= dul 和 至 一 edw2， 要 积分 的 方程 是 
届 一 duial 十 eraaiay， 


了 cd 人 0 CU 
afafy 一 | 一 27erodu2 一 7dui ca | 《ai 


672d41 0 0 
因为 relus 一 0 9 从 毕 推 出 
r 一 Xx(zD 十 y(u2)。 (3.23) 


若 一 药 本 的 方程 可 以 写成 形式 (3.23)， 则 称 为 平移 曲面 ， 要 积 
分 的 方程 是 
diai 一 (7Tdali 十 672aldul)du1， 
从 此 我 们 有 
ai 一 cle-219 十 caes1“ 
和 
3a3 一 一 37cie-20 十 27ces， 
d(erai) 一 一 57cidu。 
因此 
a: 一 (ec 一 57cia0erro 
选取 原点 使 得 在 dr 的 积分 过 程 中 不 导入 新 常数 ， 最 后 结果 是 . 
『 一 -[ 辫 ceo 了 Co] 十 -ea cz 十 22csy 
但 从 属 的 条 件 是 


la az as| 一 57lc ccs|= 1 


洲 取 51ci，cx，cs 为 一 个 单 模 坐 标 系 的 基 向 量 ， 则 曲面 的 方程 是 


woSA 113 2 一 。- 1 
〔(x9) 十 2X ] (2 轨 1 ， 12578 9 


对 每 个 可 能 的 Darboux 标 架 作用 在 这 个 曲面 上 的 群 是 
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G“2/8 0 0 
X* 一 X 0 6 0 | 也 0， 
| pa 0 ar / “ 1 

和 ) P3:= 一 27。 方 程 (3.12) 变 为 1272= 0。 对 了 天 0 的 
曲面 不 存在 。 . 
Pi 天 0。 方 程 (3.1227 有 唯一 解 


Pi=+ 上 -3 7， Pi= 一 一 了， 


容易 验证 ， 经 过 土 2r /3 的 一 个 旋转 〈3.11) 情形 a i 的 Cartan 
和 拢 阵 变 到 情形 b 的 和 矩阵。 除了 Darboux 标 架 的 一 个 不 同 选取 外 ， 
两 个 情形 是 一 样 的 。 
B . 双 井 垄 曲面， 公式 (3.15) 变 为 
局 一 己 3 一半 一 2PPio， 
Pa 一 一 37Pji:， 
ii 一 3JPi (3.24) 
JP3 一 2PiPh 一 0， 
2Pi, Pi 十 J Pi 一 0 。 
i) 了 = 0。 如 果 寻 找 的 曲面 不 是 二 次 曲面 ， 我 们 必须 从 在 
考虑 〈2 ) 人 情形 中 给 定 的 Cartan 和 矩阵 开始 。 方 程 
dr 一 到 人 于 、 
变 为 Pi Pi = 0 。 因 为 我 们 必 有 Pj 天 0， 从 此 推出 一 0， 于 
是 Frenet 方 程 化 为 
dr 一 dlal 十 du2a 


0 0 dl 
| du 0 me] 


0 0 0 


由 此 可 见 ， 这 样 一 曲面 da:= 0 ， 于 是 仿 射 法 线 是 固定 的 。 具 有 
固定 仿 射 法 线 的 曲面 叫做 一 个 非 正常 优 射 球面， 经 过 一 个 简单 的 
积分 给 出 
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r= 人 (oo9erec+(ae+ Go9es 
从 属 的 条 件 是 lley cs ceil= 1 。 这 个 曲面 叫做 Cayley 曲面 , 以 关 
于 基 {ci》 的 坐标 来 表达 ， 它 的 方程 是 


X8 一 X1x2 一 - 了 (2x2)3. 


它 的 群 是 


1 0 4 
(2x1 ，x2/ ，x37) 一 (xl 2x2 2X3) | 6 1 9 


0 0 1I 


+(8 ，G ,9-- 于 中) 
ii ) 7 和 关 0。(3.24) 的 最 后 两 个 方程 或 者 只 有 平凡 解 Pa: 一 
忆 : 一 0， 否 则 它们 的 行列 式 为 零 。 
a .Pi 一 Pi3=0。 由 (3.24)， 要 积分 的 方程 是 
dr 一 dulal 十 du2ao 


0 Jadal da 
d mw JGd0N2 0 di je 


J2dul ”yz2dw 0 
曲面 是 一 仿 射 球 面 。 我 们 选取 一 切 仿 射 法 线 的 公共 点 as(01) 一 
J2r(0) 为 原点 ， 则 曲面 的 偏 微分 方程 变 为 
ra re 一 as 
ayroa role 一 yp Pu 一 由 rgb 
rel 一 一 To2u2u2。 


”从 最 后 一 行 推出 . 
fag9eo 二 Te- 全 [xs WA 3 一 7 


十 xs( 妇 2) Sin 3 吕 ] 
2 
2 


-上 
一 yi(tD)eye 十 e ? [yoDeos 3 了 2 
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十 ys(aD) sn yu] ， 


则 从 此 看 到 


1 一 
-VCGI+ 邮 2) 
7 ecoTe [em 2 -7 一 的) 


2 


并 具有 llcu ec cj 一 1。 出 面 
XI[(x2)2 十 (X8)2] 一 2 33/27 4 


十 cssin 3 reso| 


在 
去 。 ， 
1 2A 3 、_ 1 3 
(X XXX ) 一 (20 X2 X3) 0 Cecosb csing 
0 一 csinb ccosg 
的 作用 之 下 是 不 变 的 。 


hb . 2 十 4Pi Pi 一 0 方程 (3 .24) 有 了 唯一 的 解 ， 
Ri 
由 方程 (3.15)，d(rl 二 zx) 一 0 和 qd (ml 一 上 一 一 Jr 人 rm 
我 们 利用 〈 非 么 模 )》 标 架 日 一 (ai 十 at, b: 一 一 (ai 一 ay)， 


bs 一 as 代替 标 架 ar ， 我 们 必须 来 积分 
dr 一 dlb 十 eiclu2b，， 


-7 ! 
5 dg 0 adU 
df 人 bb 外 一 JeJel/2c212 7 一 二 eyatac1oa 人 。 
2 2 


3 0 10 
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我 们 就 有 


3 
1 _ 一 JU 
b 一 十 二 07 ce “ “es 
~ 开 _Jul 
b: 一 一 42(ci 十 cs) e 2 乡 
一 3 -Jal 了 到 ! 
bs 一 一 于 0 Cl 十 2J29 C2e 


从 此 


3 

[9 加 Te 2 中 s+ 动 o 2 eaecs 
r 是 一 个 平移 曲面 ， 它 关于 么 模 系 cy 的 方程 是 
(Ge 二 8: 一， 


ca 0 0 
T 2 
(x1 ， 2 ，X2/ ) 一 (X1 %2 X 引 0 d5 0 +( 必 -， 0 ， 5 
-全 0 0 


之 下 不 变 。 总之， 我 们 有 

定理 3.12 ” 容 有 一 个 可 迁 么 模仿 射 变换 群 的 曲面 是 二 次 
曲面 ， 椭 圆 型 曲面 

XI1X2X3 一 2-23-8/27-4 和 〔(xs): 十 2x12(x22 一 一 3-25-37-a， 
双 曲 型 曲面 

XIC(X2)2 十 (xX8)2] 一 2.3 2027 4 让 (x2)2[(x%3)2 一 8X]3 

一 223"25-2J 2， 
和 直 纹 面 
2%3 一 X1xX :一 (2. 

5. 密切 二 次 昌 面 . Darboux 切 续 ”在 梢 圆 的 情形 ， 向 量 ai 
和 as 的 方向 是 共 斩 方 向 ， 这 在 后 面 再 来 明确 规定 ， 在 双 曲 的 情 
形 ， 它 们 是 渐 近 方向 ;在 直 纹 曲面 〈 不 是 二 次 曲面 和 可 展 曲面 ) 
的 情形 ， 向 量 ai 的 方向 重合 于 母线 的 方向 。 
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在 曲面 上 一 点 可 以 寻求 依赖 于 三 个 参数 并 与 曲面 有 不 低 于 二 
阶 接触 的 密切 二 次 曲面 集 。 并 且 一 般 来 说 ， 不 低 于 三 阶 接触 的 二 
次 曲面 不 存在 ， 注 意 到 方程 (3.19), 容易 得 到 密切 一 次 曲面 集 ， 
例如 ， 在 燃 贺 的 情形 ， 这 些 曲 面 的 方程 可 写 为 如 下 的 形式 ， 
4(x502 十 2 (Bxi+Cx% 十 1)28 一 [(x0)2 二 (2505 一 0， 
(3.25) 
”并 在 原点 的 邻 域 中 ， 我 们 有 
党 一 (0 二 (0 国 一 CCD:(x5(Bxi 十 Cx 十 (0。， 


因为 对 二 次 曲面 了 = 0， 所 以 它们 有 相同 的 仿 射 法 线 ， 于 是 
从 (3.19)， 我们 的 曲面 必须 是 
2 = 一 (CD02 二 (2 多 十 (4)， 
它们 由 条 件 刀 =C 王 0 来 刻 划 。 因 而 从 〈3. 25) 这 些 二 次 曲面 还 
. 依赖 了 一 个 参数 ， 并 有 方程 
4 (2237 +2x2_[(xD5 二 Ce09=0 (3.26) 
特别 地 ， 我 们 看 到 ， 它们 的 仿 射 法 线 的 方向 是 密切 抛物 面 的 
直径 方向 。 1 
从 方程 (3.19)， 我 们 看 到 ， 在 一 般 的 情形 下 ， 二 次 曲 画 
《3.25) 与 曲面 的 交 线 在 原点 有 三 重点 ， 在 这 点 处 它们 的 切线 决 . 
定 于 方程 


于 -7 [(x03 一 3xi (z) 国 十 -CCx 
+(2)9(Bz 二 Cx 一 0。 
寻求 使 这 些 切线 重合 的 条 件 。 如 果 令 -后 -一 tg 9 ， 刚 这 个 方 


程 取 形 式 
Teos30 十 3(Bcos0 二 Csmnb)=0， 
写 出 它 关 于 6 的 头 两 次 导数 等 于 零 ， 得 到 
Tsin30 十 Dsnbg 一 Ceos0 一 10， (3.27) 
3Tcos30 十 Beos6+Csin6=10， 
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特别 ， 由 此 推出 
cos3 0 一 0。 

构成 三 重 相 切 的 方向 有 三 个 ， 它 们 在 所 考虑 点 决定 三 条 切线 ， 称 

为 Darboux 切线 ， 并 根据 定义 它们 是 射影 不 谈 的 ， 因 此 ， 给 出 

(除了 = 外 ) 角 


它们 使 三 次 形式 〈20) 一 3x'(Cx5 一 0 。 这 就 是 8 3.3.1 中 所 述 的 
三 个 Darboux 方向 。 我 们 也 可 以 证 明 ， 这 是 曲面 与 二 次 曲面 
《3.24) 的 交 线 的 切线 方向 ， 这 给 出 仿 射 法 线 的 新 的 解释 。 
三 族 Darboux 曲线 ， 即 在 它们 的 年 点 5 汪 Darboux 切线 相 
切 的 曲线 是 下 面 方程 的 积分 
(o 一 3 (on (o2: 一 0。 
考虑 方向 6 一 -全 (对 其 它 的 方向 可 进行 类 似 的 考虑 )。 从 方 


程 (3.27) 给 出 
了 = 了 ，C=10， 
这 些 二 次 曲面 的 中 心 的 轨迹 是 直线 如 = 0， x 一 1 一 0， 由 此 我 
们 得 到 Frenet 标 架 的 轴 的 解释 ， 
在 双 曲 点 的 情形 可 进行 类 似 的 考虑 ， 密切 二 次 出 面 有 方程 
4(x5)2 十 2(Bxi 二 Cx2 十 1)x3 一 2xlx2 一 0 。 (3.28) 
这 些 曲面 中 与 曲面 有 共同 仿 射 法 线 的 曲面 决定 于 方程 
4 (xs)3 十 2X3 一 2X1X2 一 0。 (3.29) 
它们 只 有 一 条 实 的 Darboux 切线 ， 由 方程 
《x273 十 (x2)3 一 0 
给 出 ; Darboux 曲线 是 方程 (603 十 (os 一 0 的 积分 。 
6，Lie 的 二 次 曲面 ， 在 曲面 .3 上 某 点 的 密切 二 次 曲面 中 , Lie 
考虑 一 个 很 重要 的 二 次 曲面 ， 通 称 为 Lie 的 二 次 曲面 。 现 在 来 求 ， 
出 它 的 方程 。 
直 纹 二 次 曲面 在 一 般 情 形 下 ， 由 三 = 条 互 不 相交 的 直 组 可 以 完 
全 决定 。 所 以 先 从 家 纹 面 开始 。 给 定 母 线 ! 和 两 条 邻近 母线 决定 
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一 个 二 次 曲 画 ， 当 后 两 母线 趋 于 母线 ! 时 , 这 个 二 次 曲面 趋 于 工 ， 
它 的 第 一 族 呈 全 是 由 本 局 且 的 二 条 二 国 让 和 


现在 考 目 喘 有 实 渐 近 旧 线 的 了 曲面 S ( 双 曲 的 情形 )。 恨 定 
4i(x 和 -4:(x) 为 在 点 X 的 渐 近 方向 ，. :(x) 和 bs(x) 是 对 应 的 
渐 近 曲线 。 考 虑 某 点 xo， 在 .bi(xo) 上 一 切 点 x 引 直线 4:(x) 构 
成 让 纹 面 ， 对 这 个 直 纹 面 考虑 Lie 的 二 次 曲面 志 ， 按 类 似 的 方 
法 ， 从 .ob: 出 发 可 决定 二 次 曲面 也 :。 我 们 要 证 明 ， 二 次 曲面 志和 
/.: 重合 。 因 此 ， 在 S$ 上 每 点 x 可 决定 射影 不 变 的 二 次 骨 面 ， 就 
是 Lie 的 二 次 曲面 。 

回忆 方程 《3.15)， 求 在 点 x 的 二 次 曲面 下 决定 于 过 x 的 
曲线 玫 一 0 有 如 下 的 形式 ， 

Cataa 二 Ja ， 
da: 一 (一 aa 十 as)， (3.30) 
das 一 开 ! (Ba 十 oa/ as)， ， ， 
因为 m 只 依赖 于 一 个 参数 ， 所 以 可 令 双 一 du。 由 渐 近 切线 as 构 
成 的 直 纹 而 决定 于 方程 
X 一 X 十 和 ay 


式 中 入 是 新 参数 ， 不 同 防风 方向 交 定 于 方 要 


DX _DX 1 
( 营 ” 6X， 这 “十 2 2 ah )-， 


然后 导出 


d= (ha+- ap ju 
在 点 x 的 渐 近 切线 的 方向 是 
-和 + +ai(ha+ 2 )-a 
因而 幅面 工 , 的 参数 表示 是 


dx )2 
民 一 X 十 上 -了 一 X 十 Maz 十 上 ai 十 -3 a: 十 as) ， 


2 
和 十 入 as》 
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成 者 车 取 an 32 ai 作为 轴 x1 站 认 的 方向 , 则 有 
，B/， 2 一 


XI 一 |， = 入 十 人 


所 以 给 出 方程 . 可 
2x3 一 2xX1X2 十 B/ (xs3)2 一 0 。 《3.31) 


注意 ，B 是 在 划 线 呈 一 


B' 2， 相册 = 上 的 人 等， 因此 
曲线 决定 同一 二 次 井 面 。 

我 们 看 到 ，ILie 的 二 次 曲面 的 中 心 在 仿 讲 法 缚 上 ， 所 以 给 出 
仿 射 法 线 的 另 一 解释 。 

在 直 纹 曲面 的 情形 ， 方 程 (3.28) 中 的 B/ 应 换 为 3 。 

最 后 指出 ， 在 柄 贺 的 情形 ， 在 曲面 ?上 一 点 的 Lie 的 二 次 曲 
面 定义 为 以 x 十 一 (名 十 名 )as 为 中 心 与 曲面 S 在 x 有 阶 3 的 接 
触 的 二 次 曲面 。 

让 读者 解答 和 证 明 下 列 命题 。 

下 证明 一 个 欧 氏 球面 是 一 个 仿 射 球面 。 

2" 一 个 仿 射 球面 是 由 da 一 Xdar 确定 的 。 证 明 入 一 const， 

3 证明 ， 若 在 一 曲面 的 每 点 存在 一 二 次 曲面 与 曲面 有 阶 > 3 
的 接触 ， 则 曲面 是 一 二 次 曲面 。[ 提 示 ， 由 〈3.19)， 仿 射 曲 率 必 
为 零 ， 则 剩 下 只 有 一 个 情形 例外 。] 

涌 求 Cayley 曲面 的 母线 。 
5 证 明 在 抛物 的 情形 ， 具 有 一 个 可 迁 仿 射 变换 群 的 仅 有 的 

曲面 〈 它 不 是 一 二 次 曲面 ， 一 柱 面 ， 或 一 锥 面 ) 有 Frenet 方 程 


因为 允 = a/m 二 


. 31 了 2 0 
d (ai) 一 力 3T 0 】 {ai。 
一 2 一 攻 和 一 瑟 
(a) 对 六 4= 0， 积 分 这 些 方程 ， 并 求 曲 面 的 群 . 
(b) 在 534 天 0 的 情形 ， 在 83.1 中 所 研究 的 抛物 型 曲面 中 
与 这 个 自 而 等 同 起 来。 
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6" 求 具有 可 迁 么 模仿 射 变换 群 的 一 切 柱 面 和 一 切 锥 面 。 

7"Lie 的 二 次 曲面 的 中 心 是 固定 的 一 个 充 要 条 件 是 曲面 为 一 
个 仿 射 球面 。 

8' 证 明 ， 若 三 次 基本 形式 便 等 于 零 ， 则 曲面 的 一 切 Lie 的 二 
次 曲面 都 重合 。 

7 曲面 上 的 蜡 线 

(1 ) 槛 圆 的 情形 。 正如 在 度量 几何 中 那样 ， 我 们 研究 划 面 
”曲线 也 引用 曲线 的 仿 射 标 架 。 令 9 玫 示 在 曲线 上 一 点 的 切线 T 和 
Darboux 方向 ai 的 交角 。 曲 线 的 标 扣 〈 三 面 形 ) (pw as} 是 
从 {ai} 经 过 一 变换 (3.11) 而 得 到 的 标 架 ， 称 T 为 仿 射 切线 ，v 
为 仿 射 切 法 组 。 在 精 贺 的 情形 对 切 法 线 (依赖 于 Darboux 标 架 ) 


有 两 个 可 能 的 选择 。 我 们 可 以 定义 一 个 仿 射 曲面 红 长 s ， 
- TX1 一 co08s0ds，T2 一 Sin0ds， 
即 
中 一 ds:。 
曲面 绝 长 与 曲线 论 中 引入 的 仿 射 红 长 没有 任何 联系 。 Frenet 导 出 
公式 是 


了 cos36as (一 Tsin30 十 fo) ds T 
-Ca 一 钙 )ds 一 Jecos3bds 0 | v 让 
xico8 0 十 Taisin 0 一 rsin 0 十 rgcos0 0 

式 中 Reds 一 d8 十 让 iT 十 ( 弛 :十 了 7) 于 ， 

是 对 度量 中 的 曲线 的 测 地 曲率 。 由 方程 
一 了 sin3 6 十 久 一 0 

定义 的 曲线 称 为 仿 射 测 地 线 。 它 的 密切 平面 包含 仿 射 法 as。 称 

.曲线 

Tsin3 0 十 久 一 0 
为 周 线 , 仿 射 切 法 线 v 沿 周 线 有 一 个 固定 方向 。 一 周 线 的 仿 射 切 
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线 是 - 

人 宁 -- Jecos3 07T 一 2 Tsin30v 十 as 
的 解 。 芳 一 曲线 是 平面 的 ， 则 它 的 切线 至 多 是 两 个 线性 无 关 向 量 
的 一 个 线性 组 合 。 若 了 天 0 ， 则 上 曲面 上 的 一 切 周 线 未 必 都 是 平面 
一 次 面 〈 见 4A)。 故 得 


定理 3.13 〈Maschke) 藻 一 个 ( 柄 加 型 ) 曲面 的 一 切 局 线 


都 是 平面 曲线 ， 则 它 是 一 个 《椭圆 型 ) 二 次 曲面 。 


Rodtigues 方程 
aqe: 十 hdr= 0 
的 积分 曲线 称 为 仿 射 曲率 组 ， 它 们 的 切 组 是 沿 着 由 方程 组 
- 孚 oos8 十 - 孚 sin 9 一 一 cos0， 
一 - 末 -si 8 +- 平 cos8 一 一 bsin8 
确定 的 方向 ， 称 为 仿 射 主 方向 。 一 般 求 讲 ， 方 各 
」 2 十 玉 好 
一 0 
力 力 : 十 展 


”有 两 个 解 ， 记 作 已，&a。， 称 为 伪 射 主 曲率 ， 并 且 是 仿 射 不 变量 ， 
又 有 仿 身 总 曲率 

下 一 用 局 一 用 的 一 ( 力 有 7) 
和 仿 射 平均 曲率 


百 一 -生生 十 和) 一 一 于-( 的 二 外。 


车 所 一 局 则 曲面 上 的 点 称 为 一 优 射 脐 点 。( 优 射 脐 点 和 Darboux 

腊 点 是 不 同 的 概念 。) 如 果 曲 面 的 一 切 点 是 优 射 脐 点 ， 则 它 是 优 

射 球面 ， 如 果 仿 射 主 曲率 都 是 零 ， 则 曲面 是 非 正 常 仿 射 球面 。 
(2 ) 双 遇 的 情形 ， 双 曲 度量 ds* 一 2xtx 有 两 个 渐 近 方向 ， 


这 两 个 方向 按照 ds 的 符号 把 切面 分 为 四 个 区 域 ， 在 标 摧 fa/ 变 
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到 有 曲线 的 标 思 下 ， 符 号 必须 保持 不 变 。 
A. 对 一 曲面 曲线 前 切 方向 ， 如 果 呈 与 到 同 号 ， 我 们 引用 


X1 一 as _ 2 和 一 q2_ ET 
2 “ 5]A2 
， 来 定义 仿 射 曲 面 弧 长 。 并 引用 . 
-e  _e 
T 1TA2 1 2 ar 
)- 一 2 * 
as TA2 1A2 0 &3 | 
0 . 0 1T 广 

定义 曲线 的 仿 射 标 架 ， 它 的 Frenet 方程 变 为 

T 

&s 

| -coshsi 过 - sinh3 一 -于 基于 1 

一 -过 Sinh3f 王仁 一 -二 -oosh3t 0 

Te Ta er Te Ta ef 
+ 


T 
V 


人 


对 于 同样 的 特殊 曲线 族 可 以 按照 燃 图 的 情 形 来 研 究 。 仿 射 测 地 
线 是 


Ti 十 过 一 
的 积分 曲线 ， 周 线 是 定义 为 


sinh3tds=0 


:sinh3t 十 必 一 0 


f 十 址 十 一 
J/ 
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的 积分 曲线 。 对 一 局 缚 


-dr -~ 河 cosh3iT 十 xy 2 ysinkh3fv 十 ae 


洲 一 曲面 上 的 一 切 周 线 都 是 平面 有 线 ， 则 有 
了 一 所: 一 户 : 一 0 。 
井 面 是 一 二 次 曲面 ( 见 4. B )。 定 理 3.13 在 双 则 情形 也 是 成 立 的 。 


这 时 ， 仿 射 主 方向 是 
Tie 十 rge: 一 一 eds 
一 xie 十 mie: 一 一 虑 -as 
的 解 ， 主 曲率 是 


全 十 旨 ; 士 Y 2 Re 十 2b3:cosh2t 一 0， 


一 旨 , 十 好: 一 r 2 ARer 十 203sinh2j 一 0 
不 依赖 于 ! 的 解 ， 这 是 不 可 能 的 ， 双 曲 曲面 没有 优 射 曲率 线 。 
B. 车 rirs<0， 则 引用 


来 定义 曲面 弧 长 ， 并 引用 


V 1 2 JI 2 al 
民 )- < 2 加 
as HA 2 3 1 3s 


0 0 1 

来 定义 曲面 曲线 的 标 架 。 一 切 公式 类 似 于 情形 4 可 以 建立 。 

例 1 关于 仿 射 法 线 。 a ， 椭圆 的 情形 。 设 为 曲面 在 点 " 
的 切面 ， 曲 线 C 为 充分 接近 于 " 上 且 为 平行 于 的 平面 与 曲面 的 
截 线 ， 则 C 包围 的 面积 的 重心 轨迹 的 半 切 线 为 曲面 在 ! 的 仿 射 法 
线 (Blaschke)。 

解 令 思 =roeos6，x%2 一 rsnbg， 把 公式 (3.19) 重 写成 
形式 
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oa Tricos30 二 (4)。 
平面 x% > 0 (x: 充分 小 ) 的 截 线 是 闭 曲 线 ， 并 有 


一 了 Toxs _3 
7 一 [2 2X8 二 Teaos36 二 (一 ) 


式 中 ( 一) 瑟 示 关于 疡 的 次 数 > 的 一 切 项 的 全 体 。 鹤 线 的 
重心 决定 于 公式 


， | ” -rscos6d8 ， | “ _rsin8d8 
是- 一 一 一 一 ， 鱼 = 一 一 一 一 ， 部 一 2a。 
| ,ra | 8 


因为 主要 无 穷 小 是 :2， 所 以 求 得 ， 


5( (人 

一 个 顶点 在 点 pn “两 对 对 边 决定 于 两 个 有 向 平面 (ai，dai) (这 里 
ol= 0) 和 (ai，da:)( 这 里 os= 0 ) 的 极限 位 置 。 我 们 得 到 平 
面 (at as) 和 (a， as)， 则 它们 的 交 线 是 仿 射 法 线 (A. Demoulin)。. 

例 2 ”具有 中 心 的 平 裁 线 的 曲面 。 只 考虑 顶 圆 的 情 形 。 假 设 
双 (x2) 和 扣 (x9) 是 在 曲面 S 关于 在 它 的 点 的 Frenet 三 面 形 的 
高 2 处 的 平 截 线 的 中 心 的 坐标 。 曲 面 经 受 变换 

Xi 一 XI 十 MX2 一 X%27 十 E， x3 一 X8/; 

S 变 到 S/， 并 且 平 行 于 Ka:OX* 的 平面 与 曲面 S/ 的 截 线 的 中 心 曲 
线 是 xa 轴 。 我 们 有 

ya/ 一 CD 二 人 十- 二 -ITCC2 53 [x2 2 


十 ( 妨 生 十 和) 十 ……。 
但 是 截 线 的 中 心 同时 是 它 的 重心 ， 所 以 有 


e-( 生 ) (二 ) 
现在 从 上 面 的 关系 我 们 得 到 
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8 -一 T((x7 )2 一 3x7 fx2 2)AC(4)。 


但 是 S' 关于 垂 辆 对称， 所 以 右边 必 不 包含 奇数 者 的 项 ， 因 
而 ， 了 = 0， 于 是 曲面 是 二 次 曲面 (Blaschke)。 

让 读者 证 明 下 列 命题 ， 

1 证明， 车 厅 = 0， 则 as 和 a。 沿 任 一 渐 近 曲线 ze= 0， 
保持 平行 于 一 个 固定 平面 . 

2 讨论 (xz0):+3xlxz 一 2xs= 0 的 度量 和 周 线 。 

3” 证 明 非 正常 仿 射 球面 是 一 个 平移 曲面 (Reidemeister)。 

人 dz 一 dxxadx 的 内 在 几何 容许 一 个 可 迁 变 换 群 e 


BX1L? 


a a e 
TD -2 求 它 的 测 地 线 。 


5” 求 一 切 抛 移 型 优 射 球面 。 

6” 求 一 切 双 曲 型 非 正常 仿 射 球面 

7” 如 果 a 一 mA 和 N 一 as 证 明 公 式 (2.3.40)， (2.3.41)， 
(2.3.42) 在 仿 射 几何 中 也 是 成 立 的 。 
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第 四 章 “射影 微分 几何 


在 本 章 里 ， 我 们 研究 曲线 与 曲面 在 射影 变换 之 下 的 射影 不 变 

_ 最 与 不 变性 质 。 这 是 本 书 的 重点 ， 特 别 着 重 论述 我 国徽 分 几何 学 
家 在 这 方面 的 成 果 。 我 国徽 分 几何 工作 者 在 这 个 领域 中 有 卓越 的 
成 就 。 最 近 数 十 年 来 ， 在 国内 外 专刊 上 发 表 了 不 少 的 科 学 论文 ， 

其 中 某 些 成 果 曾 被 国内 外 有 关 著 作 及 书籍 所 引 用 。 由 于 篇 电 所 
限 ， 不 能 作 详 尽 的 介绍 , 有 些 仅 介绍 成 果 , 把 参考 文献 附 于 书 末 。 


8 4.1. 平面 曲线 的 射影 微分 几何 


本 节 研 究 平 面 曲线 在 射影 平面 刀 上 的 射影 变换 群 之 下 的 不 
变性 质 。 忆 上 的 射影 变换 可 写 为 如 下 的 形式 ， 


XI 一 GlX1 十 QisXs 十 GilsXo Gi G12 G18 
地 一 GalXl 十 gays 十 0xsXs， 4 三 | Ga as azs | 天 0， 
从 一 GslIX 十 Gss%as 十 GssXsy Qs1 0G3。 0ss 


或 即 

2 一 2Xd。 
由 些 可见， 已: 上 的 射影 群 具有 八 个 本 质 参 数 ， 记 作 Gs。 在 射影 
几何 里 ， 我 们 知道 ， 在 射影 群 之 下 ， 没 有 距离 、 角 度 、 面 积 、 向 
量 、 平 行 等 概念 。 但 有 四 个 元 素 (例如 在 同一 直线 上 的 四 点 或 通 
过 同一 点 的 四 条 直线 ) 的 交 比 等 概念 。 

设 x (xz xs 2%)，3 (yi ye，3ys)，z (zi 2a，2s) 为 平 
面 P: 上 任意 三 个 不 共 线 的 点 ， 则 己 上任 意 一 点 ~ 的 射影 齐 法 
侣 标 可 表 为 如 下 的 形式 ， 

r 一 EX 十 8 十 Eoz。 

关于 曲线 的 射影 微分 几何 的 研究 始 于 Halphen55 但 Witc- 

zynskic0 作 了 系统 的 研究 。 Sannia22 采 用 另外 的 方式 建立 了 曲 
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线 论 。 这 里 采用 苏 步 青 所 建立 的 方法 ， 这 个 方法 可 以 推 | 到 高 维 
空间 的 射影 曲线 论 。 
1. 平面 曲线 的 解析 基础 “射影 协 变 元 素 和 不 变 式 的 几何 
意义 ”这 人 一段 的 主要 内 容 是 按照 方 德 植 "的 一 篇 论文 而 叙述 的 ， 
(1 ) 解析 基础 与 活动 标 架 ， 设 忆 (x ) 为 一 已 知 平面 曲线 C 
上 一 个 正常 点 ， 忆 (xD 是 在 C 的 切 色 上 上 蜡 于 了 的 一 点 ， 卫 :(x2) 
是 从 书 作 C 在 尸 的 密切 二 次 曲线 天 ;的 切线 的 切 点 。 这 样 三 角 
PPiP: 构成 曲线 C 的 活动 标 架 须 ， 由 于 这 种 三 角形 由 切线 ! 上 的 
点 尸 决 定 ， 所 以 在 昌 线 C 上 一 点 有 co: 个 又 。 平 商 上 任意 一 点 
HM (2 ) 的 射影 刘 次 从 标 可 表示 为 如 下 的 形式 ， 
Z 一 和 5x 十 8 Xi 十 EXo (1.1) 


式 中 #，5 8 表示 M 关 于 具有 单位 点 % 十 % 十 xs 的 标 架 有 死 的 局 


- 部 坐标 。 生生 放 交 全 和 1 
= 二， =- 二 ， 《1.2) 
并 设 M 是 C 上 己 的 一 个 邻 点 ， 则 C 的 方程 取 形 式 
Mi 一 -和 古 9 名 二 out 二 人 7)， (1.3) 


式 中 (2#) 表 示 关 于 乓 的 次 数 之 的 全 部 ， 并 且 五 :由 
旦 一 2m 一 0 (1.4) 


给 出 。 


现在 候 定 南 线 C 上 一 个 一 般 训 的 慌 标 x 是 一 个 参数 4 的 函 


数 。 至 标 为 x/ 一 -9 K -的 点 是 在 C 的 切 级 上， 取 它 为 已 (x)， 所 

以 我 们 得 相应 的 款 染 5. 容易 看 到 点 “的 位 置 与 参数 的 变换 
去 = Cu) 《1.5) 
无 关 ， 因而 标 架 的 决定 也 与 参数 的 了 芭 法 无 关 . 但 是 它们 与 比例 
因子 的 变换 


1 》 关 于 平面 曲线 论 的 解析 基础 星 已 见于 1937 年 浙江 大 学 苏 步 宝 教授 的 讲义 同 
时 在 方 德 植 上 述 论文 中 也 曾 作 过 扼要 的 叙述 ， 而 详细 的 论述 可 参见 苏 步 谊 
〔《I3 中 第 一 大 
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X 一 入 X 〈1.6) 

有 关 。 | 
我 们 把 忆 的 射影 齐 次 坐标 标准 化 使 得 展开 式 ( 3 ) 化 为 形式 

?一 -到 -中 TSs+(7)， (1.7) 


那 末 除 一 个 常数 外 ， 得 到 比例 因子 的 一 个 完 全 决定 法 。 这 样 ， 我 
们 建立 了 三 的 法 坐标 ， 入 证 于 斥 闪 化 的 褒 瑟 的 活动 标 架 多 是 曲 
法 线 . 2 

不 难 证 明 无 穷 小 

da 一 sj/ 页 《1.8) 

是 曲线 的 一 个 不 变 式 ， 称 为 C 的 射影 弧 素 。 

车 取 由 〈1.8) 所 确定 的 射影 缴 5 为 参数 ， 出 表达 式 (1.7) 
变 为 


= 1 8 二 ss 上 07) (1.9) 
以 及 射影 Frenet 人 基 取 如 下 的 第 式 
2X -xy 
do 一 ”9 
CIX 
ee (1.10) 
2 2 一 20X 十 Ex ， 


式 中 已 称 为 曲线 C 的 射影 曲率 。 从 〈1.10) 导出 法 坐标 * 是 微分 
方程 


-了 -一 28-5 二 2 -( 生 +20)xz=0 《1.11) 
的 解 ，(1.11) 称 为 曲线 的 法 式 方程 。 


根据 以 上 的 讨论 。 得 到 射影 平面 曲线 的 基本 定理 ， 
定理 4.1 在 闭 区 间 a 委 cc 稍 上 给 定 任 意 一 个 连续 函数 
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以 c 为 射影 弧 ， 卢 二 有 (ca ) 为 射 驳 曲 率 。 
曲线 的 决定 归于 法 式 方程 (1.11) 的 线性 无 关 的 解 的 决定 。 
因此 ， 称 鳃 (9 ) 为 昌 红 的 划 束 自 针 方 和 


oOCi 1 2，3 )， 胡 宁 奖 定 这 样 的 的 三 个 画 数 ， 
9， 1 ， 使 得 
X2? 十 30X2 十 30X' 十 1x 一 0 。 (1.127) 
实际 上 ， ， 0， ! 决定 于 方程 组 
x 十 3px1 十 3gxXY 十 jx 一 0 ，x2 十 一 0，xX2 十 一 0。 
这 个 组 容 有 唯一 的 解 ， 如 果 行 列 式 
1x，x'，xXZ| 关 0， 
即 曲线 不 是 直线 。 这 时 ， 我 们 有 
3 妨 一 一 |xX yxX' xl xx xx2 
39 一 十 | xxX2 xs XXXZ|， 
1 三 一 [XXZX | :| XXX2Z|。 
为 了 决定 c (4 ) 和 有 (xz )， 从 曲线 的 已 知 表达 式 出 发 ， 令 
xX 一 和 z， 则 有 (以 7 表示 关于 4 求 导 )， 
dx .My 入 
aa GO7 G/ 


dl2x 录 /OA 2 7 aZ 入 
鱼 =( 艾 - 和 )z+ +( 44 入 一 2 )z+ TEL 


di2X ( 入 3X%o7 入 7/ G 皇 二 3 和 7 GZ2 )z 


205 073 0704 71 75 
3AZX 6XM a7 0” ，_ 3XG2Z 
4 

/ 
+ 3 39 到 8)z0+ 坪 -2 


把 这 些 关 系 代 进 〈1.11) 中 并 写成 (1.12) 的 形式 ， 比 较 系数 ， 
就 推出 
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站 1 
/ 尹 、~ 好 
3 A ， 27 一 7 十 29 一 28a'/ 2 一 30g， . 
入 拉 w OA 和 9 3 GZ2 (1.13) 
Mr 一 3 


- 六 全 ha/: 一 Te 


从 其 中 第 一 式 求 出 -入 ,然后 来 导 得 册 -其 次 人 
把 第 二 次 求 导 ， 并 利用 第 二 式 与 与 第 三 式 消去 AR 和 愉 ， 随 后 经 过 一 
些 实际 计算 ， 求 得 
"…- 二 ( 1 一 3p9 一 -二 时 十 28 十 388 + 刀 )- 1 ，(1.14) 
则 从 〈1.13): 给 出 


--_2 
3 


_a/ -二 (全 ) 
; [ss 3 世 一 3 (二 


+ 二 人 ( 本 ). (1.15) 
最 后 ， 从 〈1.13)， 除 一 个 因子 外 ， 可 决定 入 。 
特别 ， 当 曲线 由 方程 
X 一 %0 十 XX9 十 yX9 


给 出 时 ， 其 中 是 % 的 函数 ， 我 们 求 得 


2 =-- 于 轨 ，9=-0，1=0， 


大 


8 三 一 


2 


为 了 方便 ， 令 (y0) 3 一 多 ， 则 求 得 - 


1 了 了 ” 
hh 一 -0 7 


由 此 ， 我 们 看 到 有 = 0 的 曲线 是 二 次 曲线 ， 它 们 的 微分 方程 是 


__2 
(》y7 3) 一 0(A.Monge)。 
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(3 ) 射影 法 线 的 几何 意义 。 关 于 射影 法 线 ，Sanniac> 首先 


采用 有 结 点 的 八 点 三 次 曲线 给 出 它 的 一 个 简单 的 几何 意义 ， 一 条 
三 次 曲线 5 5 肌 级 C 存 虚 卫 攀 床 人 席 (7 阶 ) 接触 ， 且 以 尸 为 


是 射影 法 级 只 由 曲 线 C 在 的 6 阶 名 坟 却 以 完全 决定 的 ， 而 San- 
nia 的 定义 用 到 7 阶 邻 域 。Terracinic 也 给 出 一 个 具体 的 定义， 
可 是 他 利用 某 种 直射 变换 来 代替 纯粹 几何 图 形 。Bompianico 首 
先 从 两 条 平面 曲线 的 接触 理论 导出 平面 曲线 的 各 协 变 元 素 的 几何 
解释 将 在 下 节 作 详细 的 介绍 。Sannia 的 定义 后 来 为 开 awagu- 
chic> 记 改进 ， 他 只 用 到 七 点 〈6 阶 ) 三 次 曲线 来 决定 射 影 法 线 ， 
最 后 ， 由 著者 作 进 一 步 的 改进 ， 给 出 了 更 精确 而 简洁 的 解释 ， 
误 述 之 如 下 ; 

设 Cs 为 曲线 C 在 已 点 的 任 一 七 点 三 次 曲线 ， 风 利 用 (1. 9) 可 
以 求 得 Cs: 的 方程 取 如 下 的 形式 ， 

竺 十 169 一 28n 十 上 (0 一 205 汪 《852 十 划一 20) 一 0， 

(1.16) 
式 中 心 ，v 为 两 个 独立 参数 。C。 与 C 的 密切 二 次 曲 绕 玉 。 交 了 于 也 ， 
点 和 另 一 点 S8 则 由 〈1.4) 与 〈1.16) 得 到 直线 Ps 的 方程 : 
2mn 十 vE 一 0。 

又 Cs: 与 C 在 己 的 切线 PP, 交 于 已 和 另 一 点 7 则 不 难 求 出 

了 关于 C: 的 极 线 PR 的 方程 为 
T 十 VE 一 0。 人 

因 切 级 PP, 和 射影 法 线 PP: 的 方程 分 别 是 T 一 0 和 一 0。 所 
以 四 条 直线 P7，PR，PsS 和 PP, 是 调和 共 罗 的 ， 于 是 得 到 如 
下 所 过 的 方 德 可 害 理 ， 

定理 4.2 设 C: 为 曲线 C 在 其 正常 点 已 的 任 -七 点 三 三 次 曲 
线 ，7，S 分 别 为 C: 与 C 在 己 的 切线 和 密切 二 次 曲 线 除 忆 外 的 
交点 。 著 PR 是 了 关于 并: 的 极 线 ， 出 直线 PS 关于 P7，ZPR 的 
调和 共 斩 直 线 就 是 C 在 已 的 射影 法 缓 。 

现在 从 〈1.16) 中 co: 条 三 次 曲线 中 取出 col 条 三 次 曲 组 ， 使 
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得 通过 PP, 上 一 国定 点 T 《ec , 0 )， 每 条 曲线 的 方程 是 ， 

号 十 1613 一 2850 十 由 《80 一 212) 一 c (889: 十 旦 一 20 ) 一 0， 
式 中 心 是 一 人 参数。 这 col 条 曲线 的 第 九 附属 点 $ 一 定 落 在 至 上 ， 
它 的 谷 标 是 

一 C，m 一 5 cC2。 

定理 4.3 ” 当 点 了 在 切线 上 变动 时 ，S7 构成 一 个 直线 束 ; 它 
的 中 心 是 射影 法 线 与 到, 的 第 二 交点 。 这 是 由 张 素 诚 (2 所 指出 的 
于 计 加 的 一 个 简明 | 的 解释 。 


分 别 雪 未 已 各 交加 迹 ， 相 用 《1.10) 得 到 C 在 己 的 名 
-的 方程 , 
5 一 对 :一 0， 
又 C: 在 己 . 的 切线 志 的 方程 为 
RE 一 208 一 0。 
设 关 和 上 + 的 交点 记 作 好 '， 则 其 至 标 为 
5 一 20， & 一 R， 反 =0 ae 
设 只 为 直线 训 和 如 的 交点 ， 上 忆 : 的 坐标 为 
名 一 R， 8 一 过 DO 9 所 一 1 。 
从 此 与 〈1.4) 得 到 忌 : 的 极 线 方程 ; 
、 一 入 -十 RE: 一 0， 
它 与 了 的 交点 R" 的 坐标 为 
- 刀 
所 一 0 5 一 1， & 一 0。 
因而 得 到 已 ， 已 ，RR/， AI 
CPP,，R/RO) 一 


400， 
或 即 
忆 一 400(PP,， 冰 RD)。 
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从 此 导出 作者 的 另 一 定理 ， 

定理 4.4 设 愉 为 曲线 C,，C: 在 已， 已: 的 切线 的 交点 , 严 / 
与 丸 ' 分 别 为 切线 上 和 直线 所 与 尽 , 关于 天 ,的 极 线 的 交点 ， 则 射 
影 曲率 有 的 立方 除 一 常数 因子 400 外 ， 等 于 也， 2 玉 '， 玉 四 点 
的 交 比 。 

〈5 ) 射影 缴 素 的 几何 意义 。 利用 前 定理 中 所 述 诸 元 素 可 以 
得 到 射影 弧 素 da 的 解释 。 通过 点 尺 , 而 在 P, 和 已: 分 别 与 直线 
PP, 和 PP, 相 切 作 一 二 次 曲线 多 ， 则 由 简单 的 计 算 可 知 所 的 方 
程 为 . 

筷 一 2088: 一 0。 .17) 

令 Q(x (oa +dc)) 为 曲线 C 上 已 的 邻 点 ， 由 〈1.10) 得 

x(I 十 da) 一 (1 十 (2))x 十 td 十 43) 


+{ 人 t+(jx Ga9 
即 直线 PQ 上 任何 一 点 的 华 标 为 
&=p+1+(2)，8mdo+(3)， 8 一 人 -上 +(3)， 


(1.19) 
p 是 一 个 参数 。 设 Qi，Q: 为 直线 PQ 与 二 次 曲 线形 的 交点 ， 则 
由 (1.17) 和 (1.19) 可 知 Q，Q:, 的 对 应 参数 必 满 足 方程 
{1 十 p 十 (2)): 一 10dcs 二 (4) 
或 即 
p 一 一 1+y10dos ++(2)， 
所 以 P，Q，Qi，Q: 四 点 的 交 比 


(PQ, QiQD) =- 二 202q- 二 (2 一 1 十 3710955 十 (2)， 


10doi 十 (27) 
因而 我 们 有 
ln(PQ，QiQJ) 一 2 v10dc5+(2)， 
就 是 
定理 4.5 设 @Q 为 曲线 C 上 成 的 邻 点 ， 其 所 对 应 的 参数 为 
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ado， 设 二 次 曲线 及 与 PP,，PP, 分 别 在 P，P, 相 切 ， 并 通 
过 5 和 的 交点 ， 若 直线 PQ 与 久 交 于 Qu Q:， 册 无 穷 小 1n(PQ， 
QiQ:) 的 主要 部 分 的 平方 ， 除 了 一 个 常 因子 40 外 , 等 于 射影 弧 素 
的 立方 。 

(6 ) 出 率 形式 的 几何 意义 ， 最 后 给 出 曲率 形式 kdos 的 几何 
意义 。 

曲线 C 在 0 (x(a++da)7 的 切 级 上 任何 一 点 的 佣 标 为 

px(a 十 ac) 十 X (ac 十 da)， 
p 为 一 参数 。 若 把 这 些 坐 标 写 为 形式 
Ex 十 Ex 十 Exo9 
则 由 素 勤 展开 及 (1.10)，(1.11) 就 可 得 到 
一 PP 十 hdoT(27) 
Si p [dc+- 人 dos+(4) 放 二 1+lda+(3)， 《1.20) 


8=p 区 -+ - 阁 dat+(5)+da+- 人 dos 二 (4)， 
设 曲线 C 在 Q 战 的 切线 与 直线 五 ，PP,，PP,，PP, 的 交点 


分 别 为 Q，Q:，Q。Q。 则 由 《〈1.18) 和 (1.20) 得 到 Qi 的 
对 应 参数 


pi 一 (2 )。 
同 理 可 得 Q:，Q:，Q. 的 对 应 参数 值 ， 
p: 一 一 kdo 二 (2 )， 
p, = 一 六 全 十 -das(3 )， 
pi=- 市 全 1 二 -2 pdat+(3)。 


由 上 殉 两 式 得 到 Go Q， Q。， Q， 四 点 的 交 比 
(pipu pap0 一 1 一 -下 do?+(3)， 


或 即 
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ln(pipupsp)= 一 -dc 二 (3)。 


故 得 / 
定理 4.6 若 Qi，Q:，Qs。 9 分别 是 C 在 己 的 切线 1，PPu 
PP，PP, 与 曲线 C 在 点 Q 的 切线 的 交点 ， 则 无 穷 小 ln(QiQ， 


Q:Q,) 的 主要 部 分 除了 一 个 常 因子 一 到 外 等 于 曲率 形式 
Rda:。 

在 点 忆 与 曲线 C 构成 八 点 〈 七 阶 ) 接触 的 三 次 阳线 共有 eco: 
条 ， 它 们 的 方程 是 


竺 十 1613 一 28M 十 c( 一 -二 合十 是 二 -一 n)-。 ， 


(1.21) 
式 中 心 表示 任意 常数 : 在 这 co 条 有 线 由 有 两 条 值得 注 意 的 三 次 
曲线 ， 
1) Wilczynskic 的 三 次 曲线 。 这 是 以 忆 为 结 点 的 唯一 的 
八 点 三 次 曲线 ， 它 的 方程 是 
E 二 16 人 2 一 28T 一 0。 
Sannia 指出 ， 这 条 曲线 在 已 点 两 条 结 点 切线 ， 就 是 原 曲 线 C 在 
三 的 切线 和 射影 法 组。 这 样 就 证 明了 在 本 段 〈 3 ) 中 开头 所 述 的 
定理 。 此 外 ， 这 条 曲线 的 三 个 变 曲 点 在 直线 
Eo 一 0 
”上 ， 即 在 标准 三 角形 的 第 三 边 PiP:, 上 。 忆 点 与 每 个 变 曲 点 
Ji(7 =1，2， 3 ) 的 三 条 连 线 的 方程 是 
8#3 二 16 一 0 。 《1 . 221 
二 而 放 的 文员 训 放 这 与 认 用 法 六 和 贸 的 人 点 三 = 次 有 线 ， 
而 且 证 明了 这 种 曲线 只 有 两 条 ， 就 是 Wilczynski 的 三 次 曲 线 和 
另 一 条 : - 
有 (E3 二 16n3 一 28) 一 224( 一 外 20 十 56892 十 782 
十 28m2 一 14 了 7 ) 一 0， 
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它 与 射影 法 线 在 点 M/( 0，- 共 - ) 相 切 ， 又 在 曲线 C 的 七 点 三 次 
线 中 ， 以 射影 法 线 上 一 点 N (不 重合 于 忆 ) 为 结 点 ， 确 定 一 条 
三 次 曲线 ， 则 除 一 个 常数 因子 外 ， 射 影 曲 率 有 等 于 已 ，P，jM， 
人 四 点 的 交 比 。 

此 外 ， 他 还 引用 了 这 三 次 曲线 解释 了 曲率 形式 kds。 

最 后 ， 我 们 还 要 给 出 射影 曲率 的 另外 的 儿 个 几何 解释 。 

因为 所 有 的 八 点 三 次 曲线 〈1.21) 通过 曲线 C 在 己 的 八 个 邻 
近 点 ， 因 而 可 以 猎 作 在 已 有 八 个 公共 点 ， 所 以 八 点 三 次 曲线 有 一 
个 第 九 附 属 点 ， 称 为 曲线 C 与 尸 点 相 联 系 的 Halphenc2 点 ， 记 作 
互 .从 《〈1.21) 不 难 求 出 互 的 坐标 

5 一 25.73 十 Re 所 一 25.728， 一 7R。 

利用 (1.22) 所 定义 的 三 条 直线 PD 和 点 妃 可 以 解释 有 

设 六 (1 =1，2，3) 是 四 条 直线 PP,，PP, PP5，P7 
的 交 比 ， 风 

上 = 一 1 v 万 77 
又 设 了 是 -Witlczynski 三 次 曲线 的 瞧 一 实 变 曲 点 ， 则 

一 一 140/ 本 PCP,P， 厂 站 
成 立 。 见 Vyzichto[ 1]，[2]。 

2. 两 条 平面 曲线 的 接触 不 变 式 如 果 两 条 平面 C，5 在 
公共 点 O 构 成 一 阶 或 更 高 阶 的 接触 ， 那 末 C， 全 村 了 
从 这 个 情形 开始 叙 壕 . 

设 曲 线 C 的 参数 向 量 方程 为 

X 一 X%(4)， 


并 设 对 C 的 比例 因子 与 参数 的 变换 为 
x 一)(4) -5 ) (要 z0) 


对 于 曲线 5 我 们 有 相应 的 方程 和 变换 ， 
2 一 y(D)， 
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一 HKCDI)7 为 二 =5(V) 


候 定 曲线 C 和 5 在 公共 点 0 有 24 一 0，" 一 0 而 且 在 O 点 构成 

一 阶 接触 ， 因 而 两 曲线 在 O 点 有 共同 切线 4 。 那 末 存 在 三 个 数 六 

和 j， 2 ， 使 得 在 有 
1x(o)= 一 (2o)， (Co)=moyo(o) 十 100) 


CdX _ aqy 
式 中 和 二 Jo 一 cp @ 


施行 上 列 比 例 因 子 和 人 参数 的 适当 变换 后 ， 我 们 可 以 把 ! 和 入 
化 为 1， 并 使 2 化 为 0 因此 ， 变 换 后 得 到 
2Co) 一 oo)， 关 (0) 一 厄 (o)。 《〈 关 ) 
事实 上 ， 这 些 变换 只 受 下 列 条 件 所 限制 ， 
入 (0) 1 一 上 (0o); 
io)XzCo) 一 5(o)7CO)G 十 ML(Co)， 
zi 人 Co)XCo)= 一 az(o)R(Co)m， 
这 里 已 假定 ， 当 2 一 0，7 一 0 时 , 却 =-0，5= 10， 保留 形式 . 
(+ ) 的 最 一 般 的 比例 因子 和 参数 的 变换 是 服从 下 列 条 件 : 
入 (oJ)=E(o)， XzaCo) 一 Ha(Co)， 
zs(0o) 一 5(o )。 (关头 ) 
我 们 把 方程 〈* ) 中 的 模 线 去 掉 ， 而 回 到 原来 的 记号 ， 则 
《#x) 可 写 为 
Y% 一 儿 ，X 一 yo (闪闪 并) 
但 是 要 记 住 这 些 方程 只 在 0 点 成 立 。 引 用 这 个 约定 ， 我 们 来 定义 
一 个 函数 y 如 下 ， 
《XXX 
“一 《2 ，ym 2 ” 
”这 个 函数 y 在 任何 射影 变换 之 下 ， 显 然 是 不 变 的 。 现 在 我 们 来 证 
明 ， 在 满足 条 件 〈*x # ) 的 一 切 比 人 因 于 和 参数 的 变换 之 下 也 是 
不 变 的 。 事实 上 ， 下 面 的 简单 计算 足以 证 明 这 个 不 变性 ( 郊 
Rubini-CechCI]，1931，3 ，p.18)， 
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(二 (全 如 (和 


(Z (Cxz 7Xz，X55) X58 3a) -一 人 


7 一 -人 下 -元 9 PP 二 (和 ) 


二 《x， Xz5， Xaz ) 入 -3 《2 Xus Xu) 于 2 一 了 
《27，yz 3 (2，yo Joe)72 


函数 7 称 为 曲线 C 和 5 在 0 点 的 接触 不 变 式 。 由 于 条 件 (# # # )， 
J 的 定义 可 改写 为 
(X，xX Xu 一 了 yoo) 一 0。 
特别 是 ， 洲 曲线 C 和 E 的 方程 用 非 齐 次 射影 坐标 来 表达 : 
2 一 (2x)， 也 = 了 (并 )， 
并 且 这 些 曲 线 在 公共 点 0 有 共同 切线 ， 则 在 0 点 有 


% 一 艺 ， 2 一 也 ， y=r'(y= 人 全， 7 -和 ) 
因此 ， 我 们 有 


， _ 
- 了 7 生 1 
最 后 ， 若 曲线 C 和 6 关 于 非 齐 次 射影 坐标 的 方程 分 别 为 
必 一 GX2 十 … 一 4 人 十 … (acG 天 4，a47c0)。 
则 上 式 变 为 


CG 、 
= 一下 。 
设 C，5 在 O 点 构成 &(> 0) 阶 接触 ， 并 令 其 在 0(0， 0) 
的 邻 域 中 的 展开 式 分 别 为 
2 一 axtt 十， 7 二 4Xen 二 
(R>0，a 天 4，a4 天 0)， 


CSegrecs 对 接 不 变 式 -给 出 一 个 几何 意义 
奉 0 部 了 于 了 一 划 纺 * 与 C，5 以 及 雪 f， 分 别 交 了 于 忆 ， 


CPP， ri0) 一 - 


本 ? 


。28S1。 


人 


合 于 0O。 
本 站 要 机。 天 不 


后 来 ，Bompianic5 为 了 解释 一 条 平面 曲线 的 射影 不 变 式 和 
射影 协 变 图 形 建立 了 两 条 平面 曲线 C，6 的 接触 理 论 。 他 指 出 : 
当 C， 扎 在 一 点 0 构成 并 阶 接触 时 ， 由 C， 避 的 让 十 2 阶 邻 城 耳 
以 决定 通过 O 的 一 条 协 变 直 线 ”名 。 在 R = 1 的 情形 下 ， 他 已 经 
得 到 了 一 个 简单 的 几何 作 图 ， | 


四 
和 


可 是 在 有 > 1 的 情况 下 ， 那 就 是 C, 5 在 0 点 具有 高 阶 接触 ， 
”要 寻求 r 名 的 解释 颇 感 困难 。 能 全 治 忆 首先 研究 直线 7 所 和 r，， 
然后 决定 "ip2。 他 为 了 解释 r 包 除了 利用 C，5 在 0 点 的 密切 二 
次 曲线 外 , 还 运用 了 C,G 在 O 的 具有 某 些 条 件 的 五 点 三 次 曲线 。 
事实 上 ， 直 绥 r2 是 单 用 C，5 在 0 点 的 四 阶 邻 域 所 决定 的 ， 密 
切 二 次 曲线 一 定 可 以 解释 的 。 后 来 姚 敬之 得 到 了 简单 的 结果 ， 
者 曲线 C， CE 在 0 点 构成 二 阶 接 负 ， 草 C,，5 0 康 同 和 


0 


直线 DP 和 5 与 由 OP 和 人 C， 所 组 度 的 三 次 曲线 此 外 ， 在 c， 
去 的 公共 切线 4 上 指定 不 重合 于 O 的 任何 一 点 为 “无 穷 远 点 " 1， 
作 工 关于 大 :与 志 , 的 极 线  ，， 则 公共 切线 了 类 于 1 了 的 调和 
共 红 让 线 款 是 协 杰 志 线 rp 

8， 平面 曲线 的 奇 点 ”在 曲线 的 射影 微分 几何 中 , 总 是 考虑 正 
常 点 ， 然 而 从 代数 学 的 结构 来 看 ， 研 究 平面 曲线 的 奇 点 的 性 质 是 
属于 射影 微分 儿 何 的 范围 ， 这 是 由 于 奇 点 经 过 射影 变换 后 仍 为 奇 
点 。 就 是 研究 空间 曲线 与 莫 面 的 一 般 理论 中 也 移 常 涉及 奇 点 的 产 
生 。 例 如 ， 在 空间 曲线 的 一 正常 点 引 它 的 密切 平面 ， 从 这 个 平面 
上 任意 一 点 把 曲线 射影 到 另 一 平面 上 ， 所 得 到 的 射影 曲线 必 有 一 
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个 变 曲 点 〈 拐 点 )8 又 如 ， 壤 通过 曲面 上 一 点 的 渐 近 切 线 引 不 重 
会 于 切面 的 任 一 平面 时 ， 它 与 曲面 揭 交 级 必 有 一 个 变 曲 点 。 

Bompian'“2 最 早 注意 到 这 种 情况 ， 而 把 一 条 平面 曲线 在 它 
的 变 曲 点 邻 域 的 状况 加 以 详细 的 研究 ， 从 而 建立 了 一 些 几何 元 素 
来 刻 划 册 线 在 它 的 变 曲 点 的 各 阶 邻 域 , 这 些 元 素 总 称 为 Bompiani 
密切 图 形 。 苏 步 青 c9 首 先 用 这 些 图 水 很 成 功 地 建立 起 空间 曲线 的 
新 理论 ， 详 细 内 容留 在 后 面 再 讲 ， 同 时， 他 又 把 Bompiani 密切 
图 形 的 概念 推广 到 平面 曲线 的 高 阶 奇 点 "…， 并 应 用 所 得 到 的 理论 
来 建立 高 维 空间 曲线 的 理论 "9。 

《1) 平面 曲线 的 可 表示 奇 点 。 这 里 先 令 述 他 怎样 把 Bom- 


piani 密切 图 形 推广 到 具有 一 个 妈 阶 奇 点 的 平面 曲线 ， 

设 0 是 平面 曲线 C 的 一 个 好 阶 奇 点 ， 就 是 C 在 O 的 切线 加 与 
C 有 (7 一 1) 阶 接触 ， 但 刀 3 。 若 取 O 为 原点 ， 为 为 < 轴 ， 
则 C 在 0 的 邻 拓 的 展开 式 可 为 

了 一 Xm aoX? 
(mDP3，0 一 0，1，2，…，as5ze0)。 
特别 ， 当 和 = 3 时 ，O 就 是 C 的 变 曲 点 ， 风 可 以 证 明 〔 见 苏 步 育 
《TI ]33 一 35]。 

定理 4.7 设 O 是 平面 曲线 C 的 m > 3 阶 奇 点 , 若 一 条 症 次 代 
数 曲 线 Cu 以 不 在 加 上 一 点 M 为 〈z 一 工 ) 重点 ， 而 在 M 的 各 支 
线 有 同一 切线 1， 而 和 C 在 0 具有 (和 十 1) 阶 接触 。 若 考虑 对 
一 切 点 好 的 所 有 Co。， 则 这 些 曲线 Cu 的 切线 寺 和 加 必 交 于 一 定点 
O。， 它 的 坐标 是 ， 


x 一 ( 一 1)ao ， 


G 
车 曲线 C 的 展开 式 中 最 初 (mm 一 1) 个 系数 满足 了 于 《 严 一 
3 ) 个 条 件 : 


CDre 人 (9 Uns- 4 
(D 一 2，3，…， 人 一 2)， (1.24) 
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> 一 0。 . (1.23) 


这 时 称 O 为 曲线 C 的 关 阶 可 表示 奇 点 。 我 们 有 


定理 4.8 设 O 是 平面 曲 级 C 的 四 阶 可 表示 奇 点 ， 且 C。 是 定 
理 4.7 中 记述 的 一 条 代数 曲线 ， 则 凡 与 C 在 O 做 成 (2m 一 D 阶 
人 一 切 Co 的 (如 一 1) 重点 M 的 轨 述 是 通过 O 的 一 条 直线 
7， 它 的 方程 是 


2 (一 1 (7 1 Js] 罗 ea 0 。 


(1.25) 
在 直线 71. 上 存在 一 点 O:。， 使 得 以 点 O:。 做 ( 纪 一 17): 重 
点 M 的 曲线 Co 与 C 在 O 多 成 2 阶 接触 。 O:。 的 坐标 是 


2 一 一 瑟 (一 1) | CE | 
Ce 1，…，l 一 1) 


(1.26) 


x [ ~ (1.27) 


最 后 ， 由 C 在 D 的 2m 阶 邻 域 唯一 地 决定 一 个 与 C 射 影 联系 
的 三 角形 OOe:O:w 且 取 QQ-:Oi 为 参考 三 角形 ， 获 得 曲线 的 
半 规 范 展开 ， 

9 一 00X 十 GaNX2t 十 站。 (1.28) 

应 当 指出 ， 在 双 一 3 时 ， 关 于 曲线 C 的 变 曲 点 O 没有 另 加 条 

件 的 必要 。 就 是 说 ， 变 曲 点 是 可 表示 的 。 这 时 ， 如 Bompiani 所 

指出 的 ， 时 常 存在 直线 1 和 点 0 这 两 个 元 素 和 点 O. 构成 所 谓 
Bompiani 密切 图 形 。 

《1.24) 的 中 一 3 不 条 信 ， 这 种 点 称 为 不 可 雪 示 示 的 的 点 。 张 素 
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诚 2 利 用 了 有 两 个 多 重点 的 某 种 代数 曲线 来 研究 不 可 表示 奇 点 的 
本 质 ， 获得 了 一 系列 结果 ， 并 推广 了 上 述 的 曲线 C 在 可 表示 奇 点 
的 密切 图 形 On 1 O:。 等 ， 他 在 另 一 篇 论文 中 还 给 出 可 玫 
示 奇 点 所 满足 的 mm 一 3 个 条 件 的 几何 解释 ">。 

面 所 述 的 奇 点 3 的 一 个 推广 是 奇 点 S?。 那 就 是 在 这 种 点 的 邻 域 
中 曲线 的 参数 方程 可 写成 如 下 的 展开 形式 : 
， 2 一 如 JJ 一 ao (vv 一 0，1，…)， 

这 里 m > #>1，> 3 。 在 这 种 奇 点 3S3 中 最 简单 的 奇 点 当然 

是 尖 点 ， 那 就 是 4 = 2 ，m= 3 的 情形 。1， Popa5cD 在 Bompiani 
”前 指导 之 下 ， 已 经 建立 了 一 条 平面 曲线 在 它 的 尖 点 0 的 都 域 的 理 
论 ， 获 得 了 代表 C 在 O 的 六 阶 邻 域 的 一 条 协 变 直 线 〈d ) 和 由 八 
阶 侣 域 所 决定 的 二 主 点 O, 和 O:， 同 时 得 出 C 的 规范 展开 ， 

2X 一 芋 了 一 十 ep 一 ef 十 (9 )， (1.29) 

式 中 各 系数 都 是 曲线 C 在 O 点 的 不 变 式 的 值 。 

此 外 ， 张 素 诚 人 2 采用 了 具有 三 个 尖 点 而 尖 点 切线 会 于 一 点 的 
四 次 代数 曲线 ， 也 建立 起 以 上 的 理论 。 

(4 ) 井 点 的 研究 在 空间 曲线 的 切线 面 上 的 应 用 。 关 于 空间 
曲线 的 切线 面 被 某 平 面 所 堆 开 的 平 截 线 所 产生 的 各 种 协 变 图 形 的 
研究 兽 获 得 了 各 种 各 样 的 有 趣 的 构图 。Wilezynskic> 首 先 利 用 
了 空间 曲线 工 的 切线 面 以 其 在 正常 点 己 的 密切 平面 所 截 开 的 平 截 . 
线 u， 并 称 Tu 在 忆 的 密切 二 次 曲线 为 了 的 密切 二 次 曲线 ， 可 见 ， 
如 果 讨 论 切线 面 被 通过 已 的 某 平面 所 截 开 的 其 他 截 线 是 以 己 为 
奇 点 , 那 末 上 述 关于 奇 点 的 讨论 就 有 可 能 应 用 到 各 种 不 同 的 情况 ， 
例如 平面 * 通过 工 在 己 的 切线 的 情形 ， 那 末 各 平 福 线 以 书 为 变 
曲 点 ， 于 是 各 条 平 截 线 就 有 Bompiani 密切 图 形 O。 1，O.。 苏 
步 青 545 首 先 得 到 下 述 结果 ; 

定理 4.9 ” 当 平 面 z 绕 在 尸 的 切线 旋转 时 , 切 组 面 了 被 所 
截 开 的 平 裁 线 所 对 应 的 点 O, 与 构成 射影 对 应 B 直线 1 的 轨迹 
是 下 在 已 的 密切 二 次 锥 面 〈 即 以 也 为 顶点 的 七 点 二 次 难耐) Os 
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的 轨迹 是 一 条 三 次 空间 曲线 。 

还 有 , 曲线 T 在 尸 点 的 四 阶 邻 域 可 以 决定 这 样 的 一 个 配 极 卫 ; 
工 前 切线 上 一 点 P, 与 通过 已 而 落 在 切面 上 的 一 直线 刁 关 于 Tu 在 
尸 的 四 点 二 次 曲线 有 极 与 极 线 的 关系 。 

车 平面 x 通 过 下 上 的 点 忆 而 不 包含 下 在 己 的 切线 ! ， 则 与 
[的 切线 面 了 的 平 截 线 以 也 为 尖 点 ， 于 是 对 于 各 平 截 线 Popa 的 
密切 图 水 ， 那 就 是 协 变 直 线 (d ) 及 二 主 点 0,，O:。 当 绕 Q 
亲 攻 中， 罗 训 氏 《4 党 奉 -下 而 “十 ， 贾 < 和 夫 针 了 由 


启 洒 庆 Go 亲 由 让 级 与 平面 o. 字 全 的 于 永 C 间 用 
于 击 纺 在 己 点 二 中 阶 窗 切 二 弥生 的 即 宅 . 

此 外 ， 根 据 定 义 ， 射 影 对 应 妃 是 由 曲线 工 在 己 的 四 阶 邻 域 决 
定 的 。 但 是 如 与 工 的 五 阶 邻 域 所 决定 的 密切 线 从 〈 即 由 工 在 三 的 
五 条 邻近 切线 决定 的 线 从 ) 有 关 。 就 是 ! 上 任何 点 己 关 于 这 线 从 
的 地平 面 重合 于 已 丰 了 下 的 对 疡 平 而。 

如 果 以 一 般 平 而 来 代替 过 已 点 的 平面 xf， 则 由 平面 wx 与 切 
钱 面 了 的 平 鹤 线 所 产生 的 构图 自然 不 同 。Bompbianit2 最 早 开始 
研究 ， 后 由 苏 步 青 给 出 一 些 补充 ， 若 以 下 。 玫 示 以 平面 x 与 切线 
面 了 的 截 线 ， 凡 C。 者 示 由 了 点 射影 曲线 工 到 平面 上 药 射 影 , 则 
C。 与 下 。 在 工 的 切线 与 平面 5 的 交点 书 . 处 相 切 ， 于 是 在 书 . 的 三 
阶 邻 域 决定 协 变 直 线 rn 与 一 协 变 点 Q.。Bompiani 得 到 这 样 的 结 
果 ， 对 于 曲线 工 的 一 般 点 乙 和 空间 的 ce: 个 平面 ac 只 有 co 条 协 变 
直线 r， 它们 构成 c :个 直线 束 ， 其 中 心 忆 .在 工 的 切线 上 上 ， 且 
ro 所 在 的 平面 < 通过 +， 了 P. 与 关 组 成 射影 对 应 。 苏 步 青 指出 了 
这 个 对 应 就 是 上 述 的 对 应 5 在 同一 论文 中 ， 他 还 痢 明 协 变 点 Q。 
都 在 工 的 密切 平面 上 ， 而 点 忆 。 直线 PQ. 之 间 的 对 应 ， 是 配 极 
Tce。 

4， 平 面 曲 线 对 ”以 下 介绍 具有 各 种 情 痪 的 一 对 平面 曲线 。 

《1 ) 在 两 个 正常 点 具有 公共 切线 的 一 对 平面 曲线 。 
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能 全 治 咏 研究 了 一 对 平面 曲线 在 两 个 正常 点 具有 公共 切线 的 
情形 。 从 而 获得 了 由 两 条 有 曲线 的 四 阶 邻 域 所 决定 的 两 个 射影 不 变 
式 闷 和 7T:。 他 取 所 考虑 的 两 个 正常 点 O, 和 O: 为 参考 三 角 形 的 顶 
点 (1，0，0) 和 (0，1， 0 )， 于 是 曲线 对 C 和 C "在 点 
和 0O: 的 邻 域 中 的 展开 式 分 别 可 写 为 如 下 的 形式 ; 


He 要] 
本 Xs 4#f  X%1 2 才 | ee 
5 X2 =- 式 2 机 2 人 X2z )- 


其 中 0 天 0 ] 
上 述 两 个 不 变 式 六 和 交 分 别 为 
1 Ga 5 ao3 asa。 \ 
ae- 人 ( 侣 -人 
和 


避 2 避 
7 

其 次 ， 他 取 适 当 的 参考 三 角形 {0,，O:，Os} 把 不 变 式 刀 和 
二 化 成 较 简 单 的 形式 ， 从 而 给 出 了 它们 的 几何 意义 。 最 后 指出 ，. 
当 点 O， O， 沿 方向 OO: 趋 于 一 点 DO 时 ， 则 二 直线 OO 和 O:O。 
.重合 于 Bompiani 协 变 直线 4050。 

上 述 情形 相 伺 的 方针 来 研究 相安 于 一 个 正常 点 的 一 对 平面 曙 线 
也 获得 了 由 二 曲线 在 交点 的 四 阶 邻 域 所 决定 的 两 个 射影 不 变 式 ， 
而 且 给 出 了 它们 的 几何 意义 。 

钟 同 德 " "采用 了 访 全 治 的 方法 来 研究 下 列 两 种 平面 曲线 对 ， 

1 两 条 平面 曲线 相交 于 一 个 变 曲 点 。 

2 两 条 平面 曲线 在 两 个 变 曲 点 具有 一 个 公共 切线 。 

对 于 情形 1 ， 他 得 到 由 二 曲线 在 交点 的 五 阶 邻 域 所 决定 的 一 
个 射影 不 变 式 ， 对 于 情形 2 ， 得 到 由 二 曲线 的 四 阶 邻 域 所 决定 的 
一 个 射影 不 变 式 ， 而 且 利 用 了 Bompiani 密切 图 形 1，7，O,， 
5 分别 来 解释 上 述 两 个 不 变 式 。 
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后 来 ， 方 德 植 221921401559 讨 论 了 具有 高 阶 奇 点 的 某 种 特殊 
平面 曲 绕 对 。 在 (127 中 论述 了 这 样 的 平面 曲线 对 ， 它 们 相交 于 一 
个 四 阶 可 表示 坷 点 , 而 且 在 交点 具有 不 同 切 级 , 从 而 获得 了 这 对 曲 
线 的 一 个 射影 不 变 式 ! 又 利用 了 有 曲线 在 奇 点 的 密切 图 形 解释 了 亡 
述 的 不 变 式 。 此 外 ， 选 择 了 适当 的 坐标 系 ， 导 出 适当 的 标准 展开 
式 ， 而 且 对 于 展开 式 中 所 有 的 绝对 不 变 式 分 别 都 用 某 种 交 比 表达 
出 来 。 同 时 ， 还 研究 了 在 刀 阶 奇 点 具有 公共 切线 的 平 面 曲 线 对 ， 
获得 了 这 对 有 曲 线 的 一 个 射影 不 变 式 及 其 几何 意义 。 在 [133 中 讨论 
了 和 相交 于 一 个 五 阶 可 表示 奇 点 而 在 交点 具有 不 同 切 线 的 曲线 对 。 
接着 [ 幻 研 究 了 更 一 般 情 形 的 曲线 对 ， 那 就 是 以 相交 二 曲线 的 交 
点 作为 它们 的 所 阶 可 表示 坷 点。 继而 作 进 一 步 的 推广 (153， 研 究 
了 下 列 情 形 的 两 对 平面 鹏 线 ， “ 

1 设 一 对 奖级 C 与 忌 相 交 于 -点 0， 在 0 点 具有 不 同 的 切 
线 ， 而 且 鹏 线 C 以 0 点 为 其 严 阶 可 表示 奇 点 ， 有 曲线 5 以 0 点 为 其 
# 阶 可 表示 奇 点 。 

2 设 0 和 O: 分 别 为 曲线 C 和 EC 的 内 阶 和 ?4 阶 奇 点 ， 而 且 直 
线 OO: 为 其 公共 切线 。 

此 外 ， 在 (16] 中 还 研究 了 在 不 可 事 示 奇 点 的 类 似 情况 。 

我 们 在 这 里 只 对 情形 1 作 比 较 详 细 的 讨论 ， 而 对 其 余 的 情形 
仅 给 出 简单 的 叙述 ， 

由 于 在 解释 所 得 到 的 射影 不 变 式 ， 以 及 导出 曲线 的 标准 展开 
式 时 ， 有 必要 用 到 苏 步 家 所 建立 的 关于 具有 一 个 办 阶 哥 表示 奇 虚 
的 一 条 平面 卓 线 的 密切 图 形 ， 关于 这 些 密 切 图 形 的 坐标 和 方程 在 
他 的 著作 (7 ， 9 ] 中 可 以 找到 。 

工 全 个 《下 ， ”7 阶 可 训 示 奇 点 二 二 对 下 而 直 名 。 


此 组 C 以 为 其 一 个 五 阶 可 玫 示 坷 点 ， 因 线 避 以 0 为 其 一 个 了 
六 林 冯 直 不 ， 汪 和 度 C 以后 下 称 为 由 续 对 C， 瑟 的 一 个 Cn， 


商 上 迁 下 人 内 影 旦 标 壬 ， 使 平面 上 -点 的 济 次 台 标 为 ，， 
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xs 按照 下 面 的 定义 方程 导入 非 齐 次 坐标 

了 一 民 3 ? 
X%1 

到 定点 O 为 储 标 三 角形 的 一 个 顶点 (1，0，0)》 切线 1 和 F 分 


别 为 三 角形 的 两 条 边 ?= 一 0 和 xx 一 0， 见 自 撤 C 和 C 在 O 点 的 邻 
域内 的 展开 式 可 以 写 为 如 下 的 形式 ， 


CC Jy 一 2 y 0 y 
V=10 


(1.30) 


5，x =y 亲 | 二 sy” 7 (1.31) 
点 O 与 切线 1 不 的 最 - 般 的 对 影 变换 可 写 为 
“ -下 洁 1 
(1.33) 
，- Cs 


曲 绥 C 和 5 经 过 这 个 变换 后 分 别 变 为 C* 和 6*， 它 们 的 方程 也 取 
(1.31) 的 形式 ， ， 


Cr， 光 一 2 抽 asX/ 
v=0 . 
as5c 0 。 (1.33) 
站 
VvY=0 
利用 (1.31)，(1.32) 和 (1.33)， 通 过 实际 的 计算 ， 就 可 求 出 
两 对 曲线 (1.31) 和 (1.33) 的 系数 之 间 的 关系 式 , 其 结果 是 ( 见 
方 德 植 [15]224 页 ) 
Cs 一 忆 2a 
Ce5o 十 (人 一 1)4a3 一 Bl (1.34) 
CC SG 十 1 过 十 (2320 一 DB 0， 
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Cs[as 十 (2 一 3 ) .408 十 (3 33ao-s 十 … 十 
(Ci 一 慌 ” oo。 
同 理 ， 只 要 施行 下 面 的 代 换 ， 
人 “Gm- 10gof … 人 小 (1.35) 


1 忆 .40 Ge 100 2 
就 可 以 用 忌 的 系数 来 表达 * 的 系数 ， 
忆 : 吉 一 C35o 
[本 十 (1 一 1)436 人 0 一 CS 
人 下 ) 人 了 一 0 包 ， 35) 
Ba， -十 (27 一 3 ) 4 站 人 4 “十 人 xi 辐 全 :Ga 
一 Ca。 
从 〈1.34) 和 (〈1.36) 消去 ， c。 4 ，4:， 就 可 以 得 到 
加 设 C 和 关于 下 (3 ) 一 个 射影 不 变 式 ， 


J = 人 (m 一 Tag -io 一 人 21) 下 
0008 
[(p 一 1)9103-35。 一 (30278501 
6007 


《详细 的 计算 见方 德 植 [15]225 一 226 页 。) 


(1.37) 


人 


”2 一 工 阶 邻 域 可 以 确定 一 条 协 变 直 线 1。， 它 的 方 程 是 (1.25)。 
但 是 利用 C 的 附加 条 件 〈1.24) 并 通过 较 长 的 计算 ， 就 可 以 把 
《1.25) 化 为 

钢 ( 妇 一 1)”1aYx 十 [( 人 一 1)m108 30 一 (32is)ae 茹 3 

一 (0。 (1.38) 

闻 样 地 ， 对 曲线 5 也 有 一 条 相应 的 协 变 直线 ?avw， 它 的 方 
程 是 

人 《和 一 工 )2158y 十 [( 和 一 工 ) 瑟 32 一 《22787 瑟 2 切入 

、 = 10， (1.39) 

另 一 方面 , 曲线 C 与 去 在 交点 O 的 切线 # 与 二 的 方程 分 别 是 y =0 
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与 x 一 08 因而 可 以 得 出 5 is fa- 四条 直线 的 交 比 ， 并 有 
了 一 1( 仍 一 下 ) (9 一) 玫 Tebfan)。 
这 就 是 不 变 式 了 的 一 个 几何 解释 。 
ii 全 必 王 作 光 3 标准 展开 下 。 如 果 取 适当 的 三 角形 为 坐标 


昌 
要 


准 展开 式 。 当 T 关 1 时 ， 


玫 acen 十 (2m 十 工 )， 


C，2 一 0oX 十 Go-iX2m 1 一 
Geo 天 0 (1.39727 


7 一 0132 十 (27 十 1 )， 


C: 区 一 5 人 十 Gy2 1 一 


当 了 = 0，an= 一 0，z 天 0 时 ， 则 有 
C，23 一 GoxX7" 十 (所 一 1 27 二 (2 1 )， 
0o5 天 0 (1.40) 
人 一 加 人 十 Gy 十 (和 一 1) 到 2 二 (22 十 工 )， 
当 了 =0，ao- 天 0，a:= 0 时 ， 则 有 
C，29 一 CoxXm 十 an-iX2m 1 十 (1 一 1)a3y2 十 (21 十 1)， 
00 0 (1.41) 
5，x 一 ze 二 (一 1)8322 十 (20 十 1 )， 
当 了 一 0，ao-: 一 0，Ge-: 一 0 时 ， 则 有 
C，2》 一 0oX" 十 (人 一 1)03x 姑 十 (2 十 1)， 
aozoze 0 《1.42) 
一 二 (一 1) 噩 72 二 (2n 十 1)。 
上 列 展开 式 中 的 系数 co，an-，5o，a-: 等 都 可 用 某 种 交 比 来 
表达 ， 见 方 德 植 [15]，227 一 230 页 。 


2 在 〈m，# ) 阶 奇 点 具有 公共 切线 的 平面 曲线 对 。 设 0 和 


0, 分 别 为 曲线 C 和 巨 的 m 阶 和 ? 阶 的 奇 点 ， 并 以 直线 0,0, 为 公 
共 切 线 ， 取 0 和 O: 分 别 为 坐标 三 角形 的 顶 上 《1，0，0) 利 
(0，1，0)， 则 点 O, 和 点 O 不 动 的 景 服 的 册 显 亚 换 可 以 本 
为 下 列 形 式 ， 
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2 一 4x 十 4.x9y . 
as 一 癌 xX1 十 感 x4， (1.43) 
xs 一 Csxs。 

.通过 实际 的 计算 ， 可 以 得 到 在 变换 〈1.43)》 之 下 由 曲线 C 和 
C 在 O 和 和 0: 两 点 的 (m+1) 阶 和 (2*# 十 1) 阶 邻 域 所 确定 的 
一 个 不 变 式 六 并 且 产 不 依赖 于 曲线 C，5C 的 奇 点 的 阶 帮 ， 
(11，? 之 3)。 

此 外 ， 妆 还 有 下 述 几何 意 义 : 

令 0 和 Oo。 分别 是 曲线 C 和 CEC 的 (mm 十 1) 阶 和 (an 十 1) 
阶 邻 域 记 确定 的 协 变 点 ， 则 六 除了 一 个 常 因 子 ( 到 一 1)(2 一 1 
外 ， 等 于 0,，0:，O。， si 四 点 的 交 比 。 

3 相交 于 一 个 m， ) 阶 不 可 表示 奇 点 的 一 对 平面 级 
《见方 德 植 [16])。 本 段 所 述 的 是 对 〈 钙 ，8) 阶 不 可 表示 奇 点 的 
一 对 平面 曲线 ， 所 介绍 的 为 二 中 所 介绍 的 同样 问题 。 但 是 在 这 个 
情形 下 ， 记 得 到 的 不 是 一 个 部 -- 乌 身 举 不 迹 或， 并 以 中 所 得 
到 的 不 变 式 了 作为 它 的 推论 。 

_ 同 工 中 一 样 ， 曲 线 C， 忆 仍 取 〈1.31) 的 形式 ， 以 及 在 变换 
《1.32) 的 曲线 C*，5C* 的 方程 也 取 (1.33) 的 形式 。 在 1 中 已 经 
求 出 这 两 对 曲线 的 系数 之 间 的 关系 式 (1.34) 和 (1.36)， 为 了 得 
出 C 和 把 的 不 变 式 ， 我 们 必须 从 (1.34) 和 (1.36) 消去 os 
C:-4，-4:。 为 此 ， 先 从 (1.3 人 和 (1.36) 解 出 有 ，Css 

一 WIN- 工 an \- 工 

(对 二， cc-() 认 ， 


Qo0o ud0 
从 (1.34) 和 (1.36), 解 出 4 ，-4s， 
上 1 CI _ 0 人 和 
44- 计 (全 吕 总) 4 3( 3 3-) 
(1.45) 


把 〈1.44) 代入 〈I1.34) 的 第 H 十 工人 个 等 式 ， 消 去 4 就 可 
得 到 一 组 由 一 2 个 不 变 式 
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了 一- 1 [- 1 (人 ai di 
(zua2z) me-1 4 久 一 工 1 Go .Go. 
| 专 十 此 一 2 ah 1 G 
+ ) ” 


一 1)21 届 纪 十 册 一 Ga 
+ Cr 四 攻 并) 人- 门 G.49， 
( 员 一 2，3，…， 妈 一 1)。 
同样 地 ， 把 (1.44)] 与 (1.45): 代 入 (1.36) 中 第 v 十 1 个 
等 式 ， 消 去 4,， 就 可 以 得 到 另 一 组 * 一 2 个 不 变 式 ， 


J ,= 1 _ [至 - 1 "+ 下 瑟 人 ， 
o 中 一 Go 名 一 工 1 ao 5 
1 8 十 Y 一 2 0 “ ee 

+ 人 2 ) Go (如 ) + 
5 
( 一 工 ) 尺 0 an 
本 相配 
芋 ) 5 


1 

+_ (一 一 Let+y 一 2 下 

(2 一 1) YY v 一 1 互 
(v=2，3，…， 1 一 1)。(1.46): 


公式 〈1.46) 就 是 我 们 所 求 的 两 组 不 变 式 。 但 当 点 O 为 曲线 


对 的 一 个 (和 m，# ) 阶 可 玫 示 奇 点 时 ， 则 对 于 C 和 5 分 别 满 必 下 


烈 条 件 ， 忆 

-= CR 
( 诱 =2，3，,…， 丸 一 2) (1.47)， 

和 


ER 
(9=2，3，wr 1 一 2)。 (1.47)。 


利用 〈1.47): 和 《1.47): 分 别 代入 〈1.46): 和 (1.46):, 并 经 
过 简化 后 ， 可 以 得 到 


一 0， 7 一 0 ( 访 一 2，3，…， 纪 一 23 
=2，3，…， 2 一 2)， 
ga 
呈 3 一 1 
(一 1)” 10Y (ao23) mm 
(1.48) 
_、 1 Narlra-2 1728-8\ 一 7- 
7 人 1 % Co 人 村- 生 
《一 工 ) 关 091 (ao58) at 1 
把 这 两 个 式 子 乘 起 来 就 有 : 
y 一 /yu 一 
[(m 一 1 ago 一 (ia DCCm 
有 
一 (mi 四 


与 二 中 所 得 到 的 不 变 式 工 比 较 ， 立 刻 看 出 ， 由 了 一个 各 和 
子 (m 一 1) (3 一 1 外 ， 了 就 是 1 中 的 了 。 这 就 是 说 ， 不 
变 式 了 是 可 以 作为 不 可 表示 奇 点 的 情况 下 的 一 个 特殊 情形 而 得 
到 的 。 

至 于 标准 三 角 和 标准 展开 式 ， 并 可 求 出 它们 的 头 一 个 系数 的 
几何 意义 ， 为 了 节省 篇 幅 ， 咯 而 不 述 。 


$ 4.2。 空间 曲线 的 射影 微分 本 何 


本 节 研 究 三 维 射影 空间 媚 里 空间 井 线 在 忆 中 的 射影 变换 群 
之 下 的 不 变性 质 ， 书 "里 的 射影 变换 可 写 为 如 下 的 形式 ， 


2 一 GUIXI 十 0i3X% 十 GlsXs 十 Gi4Xe 
入 一 GoIX1 十 Gy2X: 十 GasXs 十 Gy4Xu 
3 一 GelX%I 十 0ss2s 十 GesMXe 十 034Xiy 
2 一 G4XI 十 04M 十 G4sXs 十 GeXa 
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| 9 0 02s 024 


Cl Gil is 014 


4 天 0。 
G3s1 Gss 0ss 03s4 


G4 Ch CQ4s 044 


或 部 
2* 一 X.4。 

由 此 可 见 ， 书 :里 的 射影 群 具有 15 个 本 质 参 数 ， 记 作 CGie。 

与 平面 忆 上 的 情形 一 样 ， 设 %， y， 2z ， + 为 空间 忆 中 任 
意 四 个 不 共 面 的 点 ， 则 已: 中 任意 一 点 ”的 射影 齐 次 坐 标 可 表 为 
如 下 的 形式 ， 

加 他 一 Eox 十 包 y 十 8z2 十 E 寺 

1. 三 维 空 间 曲 线 的 射影 理论 ”关于 三 维 空 间 曲线 的 射影 微 
分 几何 ， 由 Halphenc2 开 始 研 究 ， 到 了 Wilczynskic2> 才 有 了 系 
统 的 讨论 。 因 其 方法 很 繁 ， 因此 Sannia 忆 以 新 的 方 法 研 究 射 影 
曲线 论 ， 不 过 所 采用 的 法 四 面体 的 作 图 及 射影 不 变 式 的 几何 意义 
仍 不 简单 。 后 来 方 德 植 "2 利用 自己 所 创 造 的 一 个 主 射影 二 次 沿 


面 ， 那 就 是 由 曲线 上 一 点 的 射影 主 法 线 及 其 二 邻近 射影 主 法 组 所 


决定 的 二 次 曲面 来 改进 ， 并 简化 了 Sannia 的 结果 ， 

可 是 苏 步 青 所 创造 性 地 运用 了 平面 曲线 在 其 一 变 曲 点 的 
Bompiani 的 密切 图 形 来 重新 建立 空间 曲线 论 ， 讨 论 的 过 程 始 终 
使 用 几何 方法 ;因此 ， 对 于 监 线 的 法 四 面体 的 作 图 及 射影 不 变 式 
等 获得 简单 的 几何 解释 。 不 久 ， 方 德 植 “以 较 简单 的 交 比 来 解释 
了 赐 线 的 曲率 形式 及 两 个 射影 曲率 ， 

现在 分 为 两 段 扼要 地 来 分 别 介绍 上 面 所 述 的 两 个 方法 和 几何 
解释 。 

PoCt)，Pi(CD) 是 Sa 的 基本 负面 体 的 顶点， 使 得 PP。 和 
2ZP 分 别 是 昌 线 的 射影 主 法 线 和 射影 副 法 线 ， 又 平面 [PP,Pi] 和 
CPP 分 别 是 射影 从 切面 和 法 面 Sannia “所 建立 的 射影 的 
Frenet 公式 取 如 下 的 形式 ， 

X/ 一 了 地， 

太一 生 一 57x， (xinb) 一 1， 

8/ 一 (577 一 20:)x 十 了 

入 一 (25 天 一 开 ) < 一 (57 十 20:) 一 577。 


《2.17 
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式 中 及 一 了 士 37 十 975 9=0 或 1， 按 照 曲 线 的 切线 属于 一 个 
线 从 与 否 而 定 ! 撤 号 “/” 表 示 关 于 射影 听 c 的 导数， 了 和 7 分 
， 别 表示 Sannia 的 第 一 和 第 二 射影 曲率 。 

从 〈2.1) 就 可 得 到 法 代 标 # 所 满足 的 法 方程 ， 


(507: 一 一 民 )x 一 2(0577 十 20:) 4 一 107nm。 
(2.2) 
依照 一 般 的 方法 ， 例 如 求 Lie 的 二 次 曲面 的 方法 ( 见 
3.3.6)， 不 难 求 出 射影 主 二 次 曲面 Q 的 方程 (见方 德 植 [5 ), 98 一 
99 页 ) 是 
3s 一 久久 十 577 汉王 0， (2.3) 
式 中 yu yo ys 多 是 空间 中 任意 点 关于 基本 四 面体 严 {PP,P。Pt} 
的 局 部 坐标 ， 
从 方程 《2.2) 容易 君 出 , 密切 平面 %= 0, 射影 法 面 ys=0 
和 射影 从 切面 y%=0 分 别 在 点 P(1，0，0，0)，P.(0， 
0，1，0) 和 已 (0，1,， 0，0) 切 于 二 次 曲面 Q。 因 此 得 到 
定理 4.10 枝 P.P, 和 PP, 是 关于 射影 主 二 次 曲面 的 一 对 共 
簿 直线 。 
令 (2Z Za，Zs，24) 表示 任意 点 M(Z ) 关于 田 线 C 在 已 
的 密切 四 面体 O 的 电 部 坐标 ， 则 有 
2=o+21ost+(- B: 一 37/ jy 
= 一 27y0 
Zr 一 279， 
Zu 一 2y4。 
因而 二 次 曲面 Q 关 于 0 的 方程 可 化 为 
272.Z.+32Z:, 一 3Z (7 二 Q)23- 9。 (2.4 
另 一 方面 ， 曲 线 C 在 己 点 的 密切 三 次 沿线 Cs 的 参数 方程 为 
Z = 一 0 一，Z 一 1， 
代入 〈2.4)， 就 有 
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1 1 
2 十 27m+ 到 (7 十 5 -= 0 。 
设 和 fi，mi，9: 是 这 个 方程 的 三 个 根 ， 风 Me)， M:(0z:)，M。 
(ms) 与 己 一 样 都 是 C: 与 Q 的 交点 。 由 于 
111 十 他 :十 ms 一 0 710 十 扩 2115 十 130114 一 了 
J7171127113 一 -( 寺 - +- 生 ) 〈2.5) 
我 们 把 通过 1 M:，M: 的 平面 r 的 方程 表示 为 


了 0s 7 
ZTZL + 和 )2 ,= 0， 


或 即 


+4zytd( .一 2 )y= 0， 《2.6) 


所 以 平面 x 与 PP, 和 PP,。 分 别 交 于 已 和 P.( 一 47，0，1， 
0 )。 此 外 ， 直 线 PP。 与 曲线 的 密切 二 次 曲线 交 于 点 P( 一 27，， 
0，1，0)， 所 以 

(PP'，P.P.) = 一 1。 
这 样 完全 地 决定 了 基本 四 面体 亚 的 顶点 P。 

其 次 ， 我 们 还 尼 决 定 第 四 个 顶点 P 


冯 Pi 与 二 次 曙 面 0 交 于 一 点 卫 和 
M(5T7，0，0，1)。 
从 《〈2.1)， 我 们 有 Po 的 轨迹 的 切线 与 直线 已 户 交 于 点 
N(57 一 20，0，0，1)， 
和 平面 (2.6) 与 直线 PP 交 于 点 


(2 一 中 0，0， 直 


由 此 可 见 ， 四 点 己 ， JI， 五 ， 必 与 四 点 卫 ， MI 卫 。 人 的 
交 比 分 别 是 


。，247。 


20。 


站 二 (PM， 万 N)= 缠 
37/ 十 


ee 


= 全 (PM， PIN) 一 了 (2.7) 


由 这 个 等 式 我 们 可 以 决定 顶点 P， 使 得 

3 (PM，HFN)12 二 CPM，PN))}=10(PM，PN)。 

从 此 ， 基 本 四 面体 正 已 经 完全 由 儿 何 的 方法 决定 了 。 
现在 要 把 射影 曲率 了 和 /以 某 种 交 比 来 表达 。 

为 此 ， 我 们 观察 平面 (2.6) 与 直线 P.P, 交 子 点 4( 0， 


207 了 ， 
0, 1， -贡生 or 所 以 ， 通 过 4 和 切线 已 P, 的 平面 4 的 


方程 是 


另 一 方面 ， 曲 线 C 和 Cs 在 已 点 的 主 平面 r* 是 
5 了 
. ?3 406， 34 一 0 。 
于 是 有 交 比 


7 
中 ,= (fl，T:，Ts 0 一 -77 86 (2.8) 


这 里 m 表 示 射 影 从 切面 。 

我 们 还 有 必要 寻找 了 工 和 y 之 间 的 另 一 简单 关系 。 

众所周知 ，C 在 一 点 的 任何 七 点 二 次 曲面 总 要 通过 一 个 第 八 
国定 点 S， 赴 称 为 Sannia 点 。 3 关于 密 切 四 面体 0 的 局 部 坐 
标 是 


S( ?一 了 9 1 人 +) 


fa __ 呈 
0.， 126,.。 


式 中 


。， 248 ， 


由 变换 (2.3) 可 以 得 出 S 关 于 玖 坐标 是 
S (yi，6n2 十 27，3m，1)。 
所 以 平面 rs=[S，PP 的 方程 是 
ya 一 (6 十 27 )y4 一 0 。 


这 个 平面 在 点 
5 2 +27，0，1， " 
切 于 二 次 曲面 Q。 
从 此 得 出 交 比 
/人 257: ， 
De(CP.P, SPO= 一 1 一 -总 07， 
或 即 ~ 
-257 
Di+1=- 一 67 (2.9) 


由 于 〈2.7)，(2.8) 和 (2.9)， 我 们 最 后 得 到 了 和 vy 以 这 些 交 比 
表达 ， 
120003( 万 ,十 17 
(8: 一 I ) 
7 _4898D:G3D 一 4)(Ds+1) 
. 625.) 加 


现在 让 我 们 来 解释 曲线 C 的 曲率 形式 7dc:*。 

为 此 ， 我 们 取 P(x(c)) 的 邻 点 7TF(x(a+dco))， 则 C 在 
下 的 切线 上 任意 点 的 代 标 是 

px(a+do)+x' (ac 十 dc)  〈p 是 一 个 参数 )。 
按照 泰勒 展开 式 和 公式 (2.1)， 这 些 坐 标 取 形 式 
ix 十 ?af 十 ys 十 do 

式 中 
= pf -rdo*+(3 站 +(-57do+(2))， 


一 p ac- 人 Tacs+( 4 ) 人 人 一 二 Tadc: 二 (3 外 


ae 249。 
= 


一 3 _ 工 _ 5 
3 一 pda | 到 1 Tados+(3 外 (2.10) 
5 
+dafi -全 racs+(3 站 


_Df Li ys 1 
y%=p{do 2 


Tdas+(6 } 
+ 人 -do 一 -二 7doc+(5 对 . 


空间 中 任意 直线 ! 与 四 面 体 严 的 面 (P,P.PJ，[PP。.PD， 
[PP,PI 和 人 PP,P 分 别 交 于 点 卫 ,， 忆 ， PP 和 三 ， 则 由 Von 
Staudt 定理 ， 交 比 (PP:，P,P,) 等 于 平面 [LIP]，[LP], (0LPJ 
和 (1P. 的 交 比 ， 并 称 之 为 直线 | 关于 四 面体 严 的 Von Statudt 
交 比 ， 
由 此 ，C 在 了 的 切线 关于 下 的 Von Staudt 交 比 决定 于 
A 王 (pip:，psp， 


其 中 pi 一 1， 2，3， 4 ) 决定 于 方程 
yi=0 (=1，2，3，4)， 


即 
p,=S7da2+(2 )， 
pr 一 南 (1- 有 ao9+(2)， 
ps 一 - 亢 人 4 -二 de)+ 2 )， 
1 _ 
pf 一 6 (3 一 145 0) 十 (2)， 
于 是 我 们 得 到 
一 P 一 ps 。 P: 一 P4 
A 王 pP: 一 忆 。 P: 一 6. 
-4 2 
= 一 人 + 了 3 Tao:+(3) 
或 即 
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9 3 Tryoa vs 
8 人 A 3 Tacs 二 (37)， 


因此 得 到 

定理 4.11 设 上 为 在 C 上 忆 的 名 的 切 二 关于 基本 吧 曾 人 
环 的 Von staudt 交 比 ， 则 无 穷 
率 形式 


了 da2。 

(2 ) 苏 步 青 的 方法 、 方 逢 对 南 计 天 区 及 两 个 身影 击 束 的 
解释 . 苏 步 青 创造 性 地 运用 平面 曲线 在 其 一 变 曲 点 的 Bompiaani 
的 密切 图 形 来 重新 建立 空间 曲线 论 。 讨 论 的 过 程 始终 使 用 儿 何方 
法 ， 因此， 对 于 曲线 的 法 四 面体 的 作 图 及 射影 不 变 式 等 获得 了 简 
单 的 几何 解释 。 这 里 只 作 提 要 式 的 介绍 ， 至 了 详细 的 论述 和 证 明 
见 苏 步 青 [5 ) 或 [IJ。 . 

他 所 采用 的 主要 途径 是 这 样 的 ， 首 先 作出 曲线 C 在 一 正常 点 
忆 的 一 个 附属 四 面体 ， 使 与 C 在 已 的 切线 上 一 点 互相 对 应 。 因 为 
通过 C 的 切线 的 任 一 平面 x 与 C 的 切线 面 的 交 线 以 尸 为 变 曲 点 
加 此 ， 在 切线 上 有 相应 的 Bompiani 密切 图 形 O,， 取 0O. 为 四 面 
体 的 一 个 顶点 已 ， 从 书 引 C 的 密切 二 次 曲线 的 切 线 ， 取 其 切 
点 为 另 一 个 顶点 P*， 最 后 取 Bompiani 密切 图 形 0 为 第 四 个 顶 
点 P,， 于 是 四 面体 { 已 ，P:，P:， 已 } 是 由 切线 上 虑 也 ,的 位 置 
完全 决定 的 ! 因为 对 于 忆 有 一 平面 x 与 之 对 应 ， 使 以 己 作为 
x 和 C 的 切线 面 的 截 线 所 对 应 的 点 Ou 

参考 于 基本 四 面体 { 已 ， 已 ，P:，2P)， 我 们 可 以 把 曲线 C 
在 正常 点 已 的 展开 化 为 如 下 的 形式 ， 

习 一 as 入 十 as85 十 0e8s 二 (7 )， 
& 一 六 8 十 0 和 8 十 2 证 人 8 》 
式 中 系数 有 关系 式 ， 


《abs 关 0)， (2.11) 


9 pa 一 4a:p 一 (0。 (2.12) 
由 于 四 面体 { 己 ， 也， 了 Po 了 :) 是 由 疡 : 完全 决定 的 ， 因 而 记 
作 T(CP,)。 
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假设 曲线 C 的 一 动 点 已 的 坐标 x 都 是 一 个 参数 w 的 函数 ， 
< 一“(*) 到 它 的 导 上 芭 一 人 为 PCa)， 则 得 到 对 应 的 


置 ， 于 是 T(PJ) 的 决定 与 参数 的 变更， “一 了 (4) 无 关 ， 而 对 
比 甸 因子 的 变换 ，xz= 一 Xx 变 为 


-Gaspa (8- 2 


因而 了 (P,) 也 受到 了 谈 更 。 若 在 这 个 变换 下 ， 使 曲线 C 的 展开 
保留 〈2.11) 的 形式 ， 经 过 计算 后 ， 就 可 以 获得 虽 线 的 两 个 微小 
不 变 式 % bsdu 和 多 Badx。 这 两 个 不 变 式 既 然 在 参 数 上 和 比例 因 
子 入 的 变换 下 是 不 变 的 ， 所 以 是 内 在 的 。 
其 次 ， 根 据 内 在 而 且 不 变 的 方法 ， 从 无 穷 多 个 基 本 四 面体 
7(PUD 中 决定 一 个 ， 就 是 所 谓 法 四 面体 。 记 对 应 的 x 称 为 曲线 
CC 上 点 尸 的 法 坐标 。 若 C 的 切 角 不 周子 同一 线性 人， 则 可 导出 坐 
标 x 所 满足 的 微分 方程 , 它 取 如 下 的 形式 
_A4w 一 108A2x 十 2(20: 一 5AAA， 
十 (6 一 3ART+9 忆 )X=0， (2.13) 
式 中 A 吕 示 关 于 形式 dc=8 bs du 的 协 变 导数 的 算 子 。 
由 于 方程 〈2.13) 决定 于 三 个 形式 
Rdu2 0:das， 004 


它们 都 是 不 变 式 ， 分 别称 为 曲线 的 曲率 形式 以 及 第 一 类 和 第 二 类 
革 学 引 察 ， 从 而 建立 起 曙 绷 部 蕴 本 宁 理 


人 
@ 
人 
和 
和 


接着 取 第 一 类 射影 训 素 ac 作为 参数 而 导出 对 于 切线 不 属于 辣 
一 线性 丛 的 一 条 曲线 C 的 射影 的 Frenet 公 公式 ， 
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六 ，。 
本 5 
一 37z+m . 
ax (1 
6 
但 b:= 1，7 了 一 一 R，y 了 一 9, 是 Sannia 的 射影 曲率 。 

从 此 就 可 得 到 法 坐标 x 所 满足 的 法 式 方 程 ， 

Q14X Gd2X (5 GT7 ) 宅 Gyx 


= 一 全 6 一 47o+oo | 


_ TI107 6z 十 2 十 20 


+(7T+338+9Ix=0， (IT) 
这 就 是 具有 Sannia 形式 的 微分 方程 (与 (2.2) 比 较 )。 
现在 介绍 作者 对 空间 曲线 的 曲率 形式 及 两 个 射影 鼻 率 的 简单 


ee 


EL 


率 ， 不 过 所 得 到 的 表达 式 较 繁 。 这 里 介绍 方 德 植 ”所 获得 的 有 关 
射影 曲率 和 曲率 形式 的 几何 意义 ， 其 结果 如 下 ， 

1 设 书 为 曲线 C 上 尸 的 邻 点 使 它 在 书 的 密切 平面 上 , 但 不 
在 切线 上 。 若 直线 PP 与 了 PP: 及 曲线 (P) 在 已 的 切线 二 分 
草 交 于 Q@ 及 Q， 又 令 A 表 示 已 ， 已 ，Q'，Q 四 点 的 交 比 ， 则 曲 
率 形式 等 于 -2 1 一 A) 的 主要 部 分 。 


2 设 8S 表示 C 的 切线 PP， 与 平 面 C(P.,，P， S] 的 交点 ， 
这 里 S 是 Sannia 点 〈 就 是 C 在 忆 的 一 切 七 点 二 次 曲面 的 第 八 公 
共 点 )， 也 表 未 已， 已， 入，3 的 交 比 (为 Sannia 主 点 ) 则 

7 32.28 
5(1 十 3 记 )。 

3” 设 Q.(s = 土 1) 表示 曲线 (P) 在 忆 的 切线 与 C 在 
己 点 的 密切 二 次 曲线 C: 的 交点 ， 嫩 表示 曲线 (Ps) 在 书 , 的 切 
线 与 密切 平面 的 交点 ， 则 射影 则 率 了 的 三 次 寡 除 了 一 个 常 因 子 
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一 -这 外 等 于 PP。PP,，PPsr，Pa. 四 条 直线 的 交 比 的 


平方 。 
后 来 ， 人 能 全 治 所 又 得 到 曲率 形式 及 射影 曲率 的 其 他 解释 ， 
现在 对 上 述 三 个 定理 给 以 简单 的 证 明 ， 
1 曲线 C 上 己 的 邻 点 PCx(ocT+do)) 可 以 看 作 密 切 平 
面 上 的 一 点 ， 如 果 把 阶 3 的 无 穷 小 略 而 不 计 。 这 样 ， 


2 
X(a +do)=( 1 -二 ao 十 dot + ni 
轿 而 大 的 局 部 坐标 是 
。 

1 一 1 一 -1do% 2 一 da， = <， 2 一 0。 
直线 PP 上 任意 点 的 坐标 是 

_ 1 3 jia da 
4 一 1 一 7dc 一 P， 2 一 do， 8 一 2， 4 一 0 。 


p 是 一 个 参数 。 故 Q，Q/ 的 对 应 参数 分 别 是 1 一 一 -7Tdo* 和 1 . 
所 以 交 比 
A=(PP'，QqQ') = 1 一 一 1dos 
或 即 
-3 (GI 一 A)=1ao:。 


2 我 们 容易 求 得 Sannia 点 S 关于 法 四 面体 ( 己 ， 已 ，P。 
sy 的 局 部 你 标 是 


JJ 一 1 一 9 x8 2 一 3 Xo0 = 一 099 34 一 2 


式 中 


3 
09 


-4 
5 了 


从 此 ， 平 面 CP:Pss) 与 切线 PP, 的 交点 $ 的 谷 标 是 
yi 一 IT 一 9x%i， ys 一 3xo Ja 一 0，Jh 一 0。 


20 
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Sannia 主 点 素 基 
2 一 5 了 ，y] 一 一 4，y 一 0， yi 0。 
由 些 求 出 交 比 
门 =(PP，RS) 一 一- 二 -和 


或 即 
Js 3 2 
61 十 3 万 ) 
3” 由 于 暴 线 C 在 尸 点 的 密切 二 次 盟 线 Cz 的 方程 是 由 


8 
神 一 -3 3 一 0 


给 出 ， 又 从 〈2.11) 我 们 得 到 曲线 (Pi) 在 已 的 切线 加 
儿 十 3 TIys= 0。 
点 Q. 的 淡 标 是 
急 一 一 3 了， om 一 er 一 8 1， ys 一 1， yu 一 0(s= 土 1 )。 
另 一 方面 ， 曲 线 〈P,) 在 已 的 切线 与 曲线 的 密切 平面 交 于 
点 P*， 它 具有 角 标 
2 一 了， 2%=--， ys 一 3 了 T，yi= 0。 
所 以 四 条 直线 PP,，PP,，P 忆 FS，PQ, 的 交 比 、 
PCPiP PO)= 与 -av 二 下 
或 即 
大 一 一 CP(PP，P8QJD)5 
(3 ) 了 -曲线 苏 步 青 %o 把 Bertrand 曲线 推广 到 射影 空间 
中 去 ， 就 是 这 样 的 曲线 C， 它 的 射影 主 法 线 为 另 一 由 线 志 的 身 
影 主 法 线 ， C 称 为 刀 - 曲 线 。 他 获得 了 了 -曲线 的 特征 方程 ， 同 时 
得 到 下 列 结果 ; 
1 设 在 对 应 点 的 射影 缴 为 c，5 则 


je 十 林 wa 一 eoast。 


e 265。 


2” 设 ， 互 为 一 对 共 辑 及 - 遇 线 ， 设 在 对 应 点 一 53 -~ 党 


数 ， 这 时 的 忆 曲 称 为 号 曲 绥 ， 则 有 

i) G 十 5 一 常数 。 

ii 也， 了 在 对 应 点 的 第 一 及 第 二 射影 曲率 之 值 相 等 。 

iii) 空间 中 一 定 存在 一 个 零 系 (null system) 使 有 的 一 点 
一 与 B, 在 对 应 点 的 密切 平面 成 对 应 元 素 。 

2， 两 条 空间 曲线 的 接触 不 变 式 ”Halphen' 早 已 证 明了 这 
由 全 和 生生 六 人 人 人 2 从 下 直译 和 (有 > 


ee 
se 
es 
es 


证 假定 射线 C 和 忆 C 的 方程 是 
2 一 GoX2 十 。 十 GhX4 十 Guax 好 :十 …9 
权 | 一 box2 十 十 DeXt 十 DRNX 针 1 十 
(R>>0) 
人 一 02 十 十 ok 十 GoX4 二 3 
一 52x2 十 … 十 bx 十 Baxta 十 …… 
且 ms 和 au 或 bt 天 px。 这 两 条 曲线 在 点 O( 0 ，0，10) 构 
成 尺 阶 接触 ， 它 从 在 Q 的 公共 切线 了 的 方程 是 yY 一 0，2>= 0。 
我 们 施行 如 下 的 坐标 变换 
ZX 一 %X，7 一 (bt 一 bi) 2 一 (Ch 一 0) 2，Z 一 2 
这 样 引 入 的 平面 7= 0 关于 原 坐 标 系 的 方程 是 
(kr 一 ae 一 (au 一 au 2 一 0。 (2.14) 
在 这 个 变换 下 ，O 点 的 坐标 (0，0，0 ) 和 切线 上 的 方程 了 = 0， 
z 一 0 是 不 变 的 曲线 C 的 第 二 个 方程 保留 同样 的 形式 ， 而 第 一 
个 变 为 
7 一 [(b 一 和 rt)aGs 一 (Gu 一 arl)b0]72 十 
十 (bra 一 QipkrrD)2 十 …3 
而 对 划 线 EC 的 第 二 个 方程 保留 同样 的 形式 ， 第 一 个 方程 到 大] 一 
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项 为 止 ， 与 这 个 方程 相同 。 所 以 从 新 点 (0, 0，0，1) 把 C， 
C 射影 到 平面 ?= 0 上 所 得 到 的 射影 锥 面 沿 着 通过 这 点 与 O 的 母 
组 至 少 构成 R 十 1 阶 接触 。 因 为 新 点 (0，0，0，11) 是 在 平 
面 7=- 0， 不 在 上 # 上 的 任意 一 点 ， 所 以 车 射影 中心 忆 是 在 平面 
3= 0 上 ， 但 不 在 上 上 的 其 他 任意 点 ， 则 射影 锥 面 仍然 至 少 构成 
R 二 II 阶 接触 ， 而 且 这 两 个 锥 面 与 不 通过 书 的 任意 平面 的 截 线 也 
至 少 构 成 有 士 1 阶 接触 ， 所 以 平面 7 一 0 是 曲线 C， 忆 在 0 点 的 
主 平面 ， 而 方程 〈2.14) 表示 这 个 平面 关于 原 坐 标 系 的 方程 。 

Bompianic” 发 现 ， 当 曲线 C 和 CE 在 9 点 的 主 平面 (2.11) 不 
午 合 于 它们 的 公共 密切 平面 时 (有 & >1 )， 在 主 平面 上 有 一 条 通 
过 O 的 直线 ， 使 得 若 从 这 条 直线 上 任意 一 点 PCP 法 0) 射影 
C，5C 到 不 通过 书 的 任 一 平 而 上 ， 则 射影 曲线 至 少 构成 玉 十 2 阶 
接触 ， 称 这 条 直线 为 曲线 C，6 在 O 的 主 直 线 ， 而 且 在 主 直线 上 
有 一 点 ， 使 得 车 取 这 点 为 射影 中 心 ， 射 影 册 线 至 少 构成 R 十 3 阶 
接触 。 称 这 个 点 为 主 点 。 此 外 ，Palozzi2 与 Stouffer'” 也 分 别 
得 到 这 些 结果 ， 但 这 里 不 叙述 它们 的 证 明 。 

现在 再 叙述 两 个 结果 如 下 ， 

1 著 两 条 空间 曲线 在 一 点 DO 相 切 ， 则 包含 这 两 烛 线 并 以 O 
为 正常 点 的 每 个 曲面 的 切面 为 两 则 线 在 O 点 的 主 平面 。( 见 Fu- 
bini-Cech[ 了 )，32 页 。) 

2 设 在 一 点 0 有 相同 切线 的 两 条 空间 曲线 从 一 点 尸 射影 到 
一 个 平面 xz 上 ， 并 在 O 点 计算 所 得 到 的 两 条 平面 曲线 的 接触 不 变 
式 。 这 个 不 变 式 既 不 依赖 于 点 已 ， 又 不 依赖 于 平面 r 的 一 个 充 要 
条 件 是 已 知 两 条 空间 曲线 在 避 有 公 夫 密切 平面 。 必 肌 电 昌 线 
Fubini-~Cech[ 肌 ]，32 页 ， ) 人 

3. 具有 不 同 切 妈 的 两 条 相交 空间 盟 线 药 不 变 式 若 两 条 空 
间 曲 线 C 和 6G 交 于 一 点 O， 并 在 O 有 不 同 的 切线 上 和 = 三， 从 几 
何 的 性 质 显然 可 知 ， 若 从 不 在 平面 [+ ， 玉 上任 意 一 点 己 射 影 C 
和 C, 则 射影 锥 面 仅仅 是 沿 公共 母线 OP 相交 。 此 外 , Halphenc2 
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指出 ， 若 从 平面 [ 1 ， 如 上 一 点 P(P 夫 0) 射影 曲线 C 和 5， 册 
射影 锥 面 沿 直线 OP 相 切 ， 所 以 这 两 个 锥 面 与 不 通过 书 的 任 一 平 
面 的 两 条 截 线 在 O 的 对 应 点 处 有 一 公共 切 线 。Bompiani "证明 
了 ， 一 般 来 讲 ， 若 已 取 在 平面 [! ， 碳 的 某 些 直 线 上 ， 射 影 锥 面 
至 少 构成 二 阶 接触 ， 这 种 直线 称 为 主 直线 。 他 还 证 明了 ,一般 地 ， 
车 已 落 在 这 种 主 直 线 上 确定 的 位 置 ， 使 接触 的 阶 至 少 是 三 ， 称 这 
种 点 书 为 主 点 。 下 面 就 要 讨论 这 种 主 直线 和 主 点 。 
这 里 有 两 个 不 同 的 情形 ， 就 是 按照 平面 [4 ， 芭 是 否 与 C, C 
的 密切 平面 重合 。 先 来 考虑 这 样 的 情形 ，C 和 5 在 0 点 有 不 同 
的 切线 + ，= 和 不 同 的 密切 平面 ， 而 且 1 和 上 都 不 与 两 密切 平 
面 的 交 线 | 重合 。 我 们 假定 0 为 C，C 上 一 个 正常 点 ， 并 选取 这 
样 的 坐标 系 使 得 1， 2 一 0，2z 一 0 下 X% 一 0，2 一 03 
fxX=0，2y=0， 则 C，C 在 0 的 侣 域 中 的 展开 式 分 别 可 号 
成 如 下 的 形式 ， 
3 一 frX8 十 ov% 人 一 py 十 
| 2 一 0X%2 十 DX3 十 …9 | 2 一 0y2 十 By 十 
从 平面 [4 ， 到 上 而 不 在 +， 荆 上 的 一 点 已 (xy。 0 ) 把 曲 
线 C，EC 射影 到 平面 y = 0 上， 以 C/，C“ 分 别 玫 示 射 影 曲线 , 则 
C7 的 参数 方程 是 
Xe 
5 1 Fr=o ， 
四 - QF 一 ax2? 十 DxX: 十 …。 
所 以 5" 也 可 表示 为 ， 
CI[，yY=0，Z 一 ax 十 bx2 十 。 
类 似 地 ，5 的 参数 方程 是 
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所 以 6/ 也 可 表示 为 
G/， 7 一 0， Z -= -站 +(e 一 By 2 和 2 十 
曲线 C"，5/ 在 O 一 般 构 成 1 阶 接触 ，Segre 接触 不 变 式 是 


坟 Jo 
G 2 


这 只 与 中 心 忆 所 在 的 直线 有 关 的 量 。 由 此 可 见 ， 只 限于 已 在 下 列 
直线 之 一 上 时 ， 


ax 一 0 一 0，2 一 0， 
两 条 射影 曲线 C"/，C6“ 具有 2 阶 接触 。 
这 两 条 直线 称 为 曲线 C， 志 在 0 点 的 主 直 线 ， 它们 在 平面 
[+ ， 芭 上 并 调和 分 割 两 切线 +， 
射影 曲线 C" ，E6/ 要 至 少 构成 3 阶 接触 的 充 要 条 件 是 射影 中 
心 P(xo，yo，0) 又 在 直线 
z 一 0，pax 十 apy 一 aa 
上 ， 称 它 为 主 连 线 ， 并 称 这 条 直线 与 两 条 主 直线 的 交 点 为 昌 线 
C，5C 在 0 的 主 点 。 容 易 求 出 这 些 主 点 的 坐标 是 


al ta /ia 
-到 本 -0 (= 
、 能 全 治 5cp 还 给 出 主 直 线 与 主 点 的 别 种 定义 。 

其 次 ， 来 考虑 另 一 个 情形 ， 两 曲线 C，E 在 交点 O 有 不 同 的 
切线 1 ， 到 但 有 同一 密切 平面 [ 4 ， 妖 。 我 们 假定 0 为 C， 忆 上 
一 个 正常 点 ， 并 选取 这 样 的 坐标 系 ， 使 得 ff，2=0，z=0) 
?xx=0，2z= 一 0， 则 C，56 在 0 的 邻 域 中 的 展开 式 分 别 可 以 
写成 如 下 的 形式 ， 


| 一 0X2 十 DX3 十 cx 十 _ 
3 (2.15) 
2 一 frX8 十 SX4 十 9 
YX 一 C 入 十 Bo 和 十 YY 力士 
C: (2.16) 
2 一 P 和 十 0 久 二 和。 


著 从 不 在 1， ft 上 一 点 王 (xw 3oy 0 ) 把 C 射 影 到 平面 y=10 
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上 ， 则 射影 曲线 C' 的 参数 方程 是 


一 Xi _ 2Xo dx2 _T va 一 X 的 2 
和 一 区 2 十 ob) 


工 Xe :1 4 ， 
一 一 _~- 十 
C“: 十 Jo (8 人。 Jo 大 ? 
了 一 0， 
了 一 rx 十 SX4 十 … 


所 以 C" 也 可 表示 为 
C“:， 一 0， Z -re+( 3 如 or+ = Xe 
- Jo 
类 似 地 ，C 的 人 参数 方程 是 


了 一 0， 
一 py _P_)y 二 
2 一 py +( +- yt ， 
所 以 5 也 可 表示 为 


CC 了 Y=(0， 
2 3 0 Jo 
忆 一 一 p 疝 +[s p( 站 ) 妆 
P_ 1 38 xs 
曲线 C“ ，67“ 在 O 一 般 构成 2 阶 接触 ，Segre 接触 不 变 式 是 
__pP 其 
7 2X8 。 
当 这 个 量 等 于 1 时 ， 即 当 己 在 直线 
2 一 0，rxs 十 pys 一 0 (2.17) 


上 时 ，C'，E5“ 至 少 构成 3 阶 接 触 。 称 这 三 条 直线 (2.17) 为 C， 
5 在 0 点 的 主 直线 ， 它 们 与 了， 三 是 反 配 极 的 。 
著 C/， 芭 至少 构 成 4 阶 接触 ， 则 书 的 两 个 坐标 xo，y 必须 
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满足 (2.17) 与 
3 a 区 


4 
=13 p(a- 和 2 +c+ 二 ] 才 ， 
0 /2%0 0 
解 出 xv 09 ， 便 得 三 点 Pi(1T=1，2，3): 
27rp/ 2 rp1282 


人 《2.18) 


但 zs 一 1 = 一 - 王 -， 且 


Q;= 3arp 一 3 ar2 十 spjg; 十 ar1f2e201 一 1，2，3)，(2.19) 


这 样 得 到 的 三 点 已 称 为 曲 组 C，5 在 0 点 的 主 点 并 称 0 为 关于 
三 角形 {P,，P,。Py) 的 调和 直线 为 Bompiani 直线 。 经 过 计算 
可 得 这 条 直线 的 方程 为 


一 天 x 二 -3 一 2， zZ= 一 0。 . (2.20) . 


它 与 切线 f， 夺 的 两 交点 是 


(2 0， )) (。， 2 o) (2.21) 


它们 分 别 由 C，C 的 4 阶 邻 域 所 决定 。 


应 当 指出 ， 当 从 共同 密切 平面 > = 0 而 不 在 1 ， 了 上 一 点 射 - 


影 C，C 到 通过 + 的 一 平面 ， 例 如 y = 0 上 时 ， 则 各 射影 曲线 
C“，C' 都 以 0 为 变 曲 点 ， 并 且 〈2.21) 的 第 一 点 是 它 的 Bom- 
piani 密切 图 形 O,。 这 是 Bompiani 直线 的 另 一 个 定 义 。 由 此 ， 
我 们 得 到 

定理 4.12 设 两 空间 曲线 C, C 交 于 一 点 O, 在 O 有 不 同 的 切 
线 !，z?2 但 有 相同 的 密切 平面 (1 ， 切 ， 则 存在 通过 O 而 在 平面 
[+ ， 玉 上 三 条 主 直线 和 各 直线 上 一 个 主 点 。 这 三 个 主 点 一 般 是 
不 共 线 的 ， 而 且 O 关 于 它们 所 构成 的 三 角形 的 调和 直线 是 Bom- 
piani 直线 。 

从 〈2.18) 不 难 求 出 三 个 主 点 共 线 的 充 要 条 件 是 

ap 一 or。 《2.22) 
现在 要 寻找 它 的 一 个 几何 意义 ， 
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”着 一 个 二 次 曲面 Q 通 过 + ， 且 在 0 与 C 构 成 3 阶 接触 , 则 
它 的 方程 必 取 如 下 的 形式 ， 


之 一 一 xy 十 乓 xz 十 司 yz 十 有 az (2.23) 


式 中 已，js， 和 久 是 参数 ， 同 样 可 以 得 到 关于 的 二 次 曲面 , 它 
的 方程 也 取 形 式 〈2.31), 只 要 把 其 中 的 一 一 换 为 -< -。 所 以 得 到 
定理 4.13 ”存在 co: 一 次 曲面 ， 使 各 通过 C， 忆 的 切线 +， 
且 在 0 点 与 C， 己 构成 3 阶 接触 的 一 个 充 要 条 件 是 三 个 主 点 
共 线 。 
还 可 以 证 明 ， 在 这 些 二 次 曲面 中 存在 一 个 二 次 曲面 束 与 C， 
志 在 0 点 构成 4 阶 接触 。 这 个 东 就 是 〈2.33) 中 取 


-3 _ 0 RaO_ Pb 
久 一 一 名 一 P Q@ 


A 为 任意 参数 。( 苏 步 青 (3]) 

此 外 ， 苏 步 青 忆 还 获得 了 由 曲线 C 和 EC 在 交点 O 的 4 阶 邻 
域 所 决定 的 一 个 协 变 二 次 锥 面 T， 这 个 锥 面 的 作 图 是 这 样 的 ， 令 
天 和 天 分 别 表示 曲线 C 和 巨 在 0 点 的 4 阶 接触 的 二 次 锥 面 ， 以 
刀 表 示 通 过 O 点 而 在 平面 C(! ， 如 上 的 一 直线 ， 当 坟 绕 0 在 [+， 
习 上 转动 时 ， 则 加 关于 天 和 元 的 极 平面 的 交 线 的 轨迹 是 一 个 以 
O 为 顶点 的 二 次 锥 面 开 。 (见方 德 植 [10]) 

苏 步 青 护 利用 了 曲线 C，5 的 切线 面 的 某 些 平 蕉 线 得 到 了 
Bompiani 直线 的 新 定义 ， 

设 C*，56* 分 别 是 C，E 的 切线 面 与 共同 密切 平 面 的 交 线 ， 
在 交点 0 与 C*( 或 5?) 构成 3 阶 接触 的 二 次 曲线 束 开 (或 下 ) 在 
1 (或 和 上 决定 了 一 点 已 (或 了 )， 作 天 或 上 ) 关于 开 ( 或 下 ) 中 
任 一 二 次 曲线 的 极 ， 册 直线 PP 就 是 Bompiani 直线 。 

在 下 (或 工 ) 内 有 通过 点 五 (或 乙 ) 的 一 条 二 次 曲线 T( 或 下 )， 
Ti 和 天 交 于 0 及 另 三 点 Di，U:，U，。 点 0 关于 三 角形 {Uu 
1U:，7y 的 调和 直线 是 Bompiani 直线 。 

4。 两 条 准 线 ” 苏 步 青 获得 了 由 曲线 C，5 在 交点 0 的 五 
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阶 邻 域 所 决定 的 某 些 协 变 直 线 ， 就 是 由 C，EC 的 密切 线 从 的 公共 
直线 组 成 的 线 汇 的 两 条 准 线 。 

苏 步 青 "” 把 上 面 所 得 到 的 结果 应 用 到 曲面 论 上 来 ， 就 是 以 
C，56 作为 曲面 上 的 渐 近 曲线 ， 解 释 了 所 谓 Green 梭 和 Witc- 
zynski 准 线 。 同 时 章 明 了 锥 面 工 是 Calapsoc 锥 面 的 推广 ， 从 
而 获得 了 它 的 新 定义 。 

方 德 植 45 还 得 到 两 条 相交 空间 曲线 的 其 他 的 协 变 图 形 及 某 
些 性 质 。 

上 面 所 述 的 事实 以 及 今后 介绍 的 内 容 ， 为 了 节省 篇 幅 ， 除 了 
个 别 的 情形 外 ， 一 概 不 予 证 明 ， 详 细 的 叙述 会 考 原 著 。 

5. 四 维 空间 曲线 的 射影 理论 ” 苏 步 青 "利用 他 自 已 所 创造 
的 - 奇 点 表示 法 ”以 在 纯 几 何 的 基础 上 来 建立 四 维 空间 的 射影 曲线 
论 ， 现 在 就 要 叙述 他 的 理论 是 怎样 建立 起 来 的 。 

(1) 标准 标 架 与 标准 展开 。 设 P(x) 为 四 维 空间 S4 中 
的 一 条 解析 曲线 C 上 一 个 正常 点 ， 在 C 的 点 尸 的 切线 上 取 一 点 
PCxiD 但 书 关 P 在 C 指 密切 平面 93: 上 ， 但 不 在 ! 上 取 一 点 
PC(x:7 在 C 的 密切 超 平面 S: 上 ， 但 不 在 S: 上 取 一 点 Ps(xs); 
”最 后 在 中 ， 但 不 在 93: 上 了 到 一 点 P(x)。 因 此 ， 决 定 了 曲线 
C 在 己 点 的 局 部 标 架 {PPiP:P:P， 则 34 中 任意 点 M(z ) 的 射 
影 齐 次 坐标 可 以 写 为 

2 一 Ex 十 EX 十 E20 十 ExXs 十 EX 
式 中 旬 ， 皇 ， 时， 名 为 M 关 于 标 架 {PP,P,P:.P,} 和 单位 点 
《xz 十 为 十 ‰ 十 xs 十 X%4) 的 局 部 坐标 ， 落 导入 非 齐 次 坐标 zh 


x*= 站 (RE1，2，3，14)， 
且 设 M 是 在 C 上 书 的 邻 点 ， 则 C 的 方程 可 写 为 


oo 
2 一 了， 2 十 归 bot (1 一 2，3，4)， (2.24) 
了 = 1 


其 次 ， 在 这 cols 个 标 架 {PP,P,P,P,) 中 选 出 co: 个 标 架 那 
就 是 所 谓 标准 标 架 ， 
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设 已 是 曲线 C 在 己 点 的 切线 上 上 的 一 个 指定 点 。 以 P: 示 示 
从 忆 作 C 的 可 展 超 曲面 与 其 密切 平面 的 交 线 在 己 点 的 密 切 二 次 
曲线 玉 的 极 线 与 乓 的 一 个 交点 ， 而 不 重合 于 点 已。 通过 而 属于 
C 的 密切 空间 S 可 以 引 cc: 个 平面 ， 除 8: 外 其 中 任 一 平面 和 C 
的 可 展 超 曲 面 的 交 线 以 忆 为 变 曲 点 。 著 在 这 co: 个 平面 中 选 定 一 
个 , 使 得 对 应 平 截 线 的 密切 图 形 O, 与 已 重合 ， 然 后 取 0 为 P:。 
标准 标 架 的 第 五 个 顶点 是 这 样 决定 的 。 考虑 3 中 而 不 在 C 的 密 
切 空间 Ss 中 , 且 通 过 切线 # 的 那些 co 个 平面 , 由 于 每 个 平面 和 C 
的 可 展 超 曲 面 交 于 一 条 平 截 线 T， 并 且 工 与 + 在 忆 具 有 3 阶 接 
触 ， 在 这 cc: 个 平面 里 可 以 决定 -1! 个 平面 ， 使 所 对 应 的 每 条 曲线 
工 以 忆 为 可 表示 奇 点 ， 从 此 ， 每 条 时 线 下 在 已 各 有 8 阶 接触 的 密 
切 四 次 代数 有 曲线 Co 并 且 这 C， 其 有 一 个 三 重点 Oe。 C， 在 Os 的 
三 条 切线 相 重 合 ， 并 与 二 交 于 一 点 0s， C 所 在 的 平面 与 点 0s 之 
闻 的 对 应 是 射影 的 ， 因 此 ， 我 们 可 以 决定 叭 一 的 平面 ， 使 它 的 对 
应 点 0。 与 指定 点 已 相 重合 。 这 样 决定 起 来 的 曲线 工 的 点 0, 取 
作 P,。 于 是 标准 标 架 {PP,P:P,P4 已 经 完全 由 已 而 决定 ， 记 作 
RR(P,)。 

利用 R(P,) 求 出 展开 式 〈2.24) 中 各 系数 所 * 之 间 的 关系， 
并 采用 Wronskian 的 计算 方法 作为 主要 工具 ， 成 功 地 获 得 了 曲 


线 C 的 展开 式 ， 
2 一 1， 
2 :一 (2 十 20032 十 和 十 姑 到 十 8 ))， 
east 四 十 be 十 (9 ))， 
2 一 了 一 (十 728o7 二 Dos 十 bu 由 十 (107)。 
式 中 


6 一 720，bso 一 450。，b55 一 2009 


15bos 一 40bu7? 十 36b5e 一 0 。 
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(2 ) 第 二 类 、 第 二 类 和 第 三 类 射影 戏 素 。 假 定 曲线 C 上 一 
动 点 尸 的 坐标 都 是 一 个 参数 4 的 函数 ， 即 x = x (2 )。 著 取 C 
的 导 点 巡 = -经 -作为 Pi(x)， 册 所 对 应 的 标 架 及 (P) 称 为 C 
在 已 的 基本 标 架 。 

车 施行 参数 变换 ，z= 六 (5 ) 和 肖 标 的 比例 因子 的 变换 ， 
xz=)x， 就 获得 了 沾 线 的 三 个 不 变形 式 ， 

6sdus，6.da4， sduie， 
其 中 9, 是 上 面 所 定义 的 函数 ，6, 满足 下 列 关系 ， 
30 一 407 一 40 
5 ps， 7 一 9 Bo 一 : 5 04， 
6 一 6 D27 一 4 Do 十 Duoy 


上 上 列 三 个 形式 分 别称 为 曙 线 的 第 - 类 、 第 二 类 和 第 三 类 射影 
隆 素 。 
利用 可 展 超 曲面 的 革 些 平 裁 级 可 以 解释 这 三 个 身影 了 过 C 
的 第 一 类 射影 弧 素 bsdw 除了 一 个 常数 因子 外 等 于 可 展 超 曲面 和 
密切 平面 9 的 交 线 C7 的 射影 弧 素 ， 还 可 利用 平 截 线 C"，C7 和 
某 些 代数 曲线 的 接触 不 变 式 来 表达 第 二 类 和 第 三 类 射影 弧 素 
6.dax4，0sdu5。 
除了 上 列 三 个 形式 外 ， 还 有 另 一 个 不 变 式 Rdas R 是 参数 
# 的 函数 ， 称 之 为 曲线 C 的 曲率 形式 。 
的 一 曲线 除了 一 个 射影 变换 外 由 给 定 的 四 个 形式 ， 
pda2， 4 30U8，04d84，05du5 
唯一 地 决定 . 
其 次 ， 按 固有 而 不 变 的 方法 来 规范 化 C 的 一 般 点 己 的 射影 齐 
次 坐标 x， 称 为 书 的 法 坐标 。 由 于 点 己 与 参数 % 的 选取 无 关 。 
这 时 对 应 的 尺 (PU 称 为 『 在 己 的 法 标 闪 。 


取 C 的 第 一 类 射影 听 5 一 和 加 则 得 下 C 的 东 
影 的 Frenet 公式 ， 
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一 %ly 


dx 
和 5 
dx 
55 
dxa 


4 开 X 十 Ya， 
264x 十 6 0 二 Xey 《2.25) 
da 十 6 
xs 一 一 27/)x 二 87Txl 
十 48x: 十 4 天 xs 
式 中 天 一 及， 了 一 6，y/ 一 6 
表示 赐 线 C 的 三 个 射影 曲率 。 从此， 导出 曲线 C 的 法 奉 标 所 满足 


的 法 式 方 和 
2xT 一 20Kx” 一 30( 开 /十 14)x2 一 2 (9 天 4 一 32K2 十 567)x/ 
一 4( 开 "一 16 开 开 / 十 147 一 240 玉 十 547 )x 一 0。 (2.26) 
因 〈2.26) 是 由 三 个 已 知 通 数 和 天， 了， 而 决定 的 ， 所 以 得 
到 基本 定理 . 


(3) 尺 ( 了 ) 与 好 率 形 式 及 身影 是 素 天 ， T， 7 的 几何 解释 . 
考虑 C 在 己 的 密切 超 平 面 Ss 与 其 切 线 而 的 交 线 C%， 并 惠 用 
C* 与 它 在 书 的 密 邯 三 次 曲线 Cs 的 主 平面 来 决定 已 。 从 此 ， 得 到 
C 在 尸 的 法 标 架 RCP) 的 几何 意义 。 为 了 解释 射影 缴 c， 取 C 
的 切线 而 和 它 的 任意 一 个 基本 标 架 及 (P,) 的 超 平面 {PPP:P4 
的 交 线 氏 ， 从 天 在 书 的 邻 点 的 切线 关于 四 面体 (PP,P:P 的 Von 
Staudt 的 交 比 来 表达 射影 缴 素 。 

至 于 上 曲率 形式 Rdc: 与 三 个 射影 曲率 用 ， 了 ， 了 的 几何 意义 
参考 能 全 治 纺 的 一 篇 论文 。 
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6. 2 维 空间 曲线 的 射影 理论 ” 苏 步 青 扩 5 为 了 把 关于 三 维 
空间 曲线 论 已 经 得 到 的 结果 推广 到 # 维 空间 曲线 论 中 去 ， 应 用 了 
他 自己 创造 的 具有 高 阶 奇 点 的 平面 曲线 的 密切 图 形 而 获得 所 预期 
的 一 系列 结果 ， 在 所 引证 的 论文 里 ， 很 成 功 地 利用 仅 ronskian 
的 计算 法 作为 主要 工具 而 达到 所 期 望 的 目的 。 

(1) 对 应 开 与 对 应 五。 设 己 (x) 为 "中 解析 此 线 C 上 的 
正常 点 ，5"(1 委 由 入 4) 表示 C 在 已 点 的 由 维 审 切 空 间 。 在 切 
线 S: 上 取 不 重合 于 尸 的 一 点 已 (x%)， 在 3 上 取 不 切 于 3 的 一 
点 P:(xz)3 在 82 中 ， 但 不 在 3: 土 ， 取 定 一 点 Ps(xs:)， 一 般 来 
讲 ， 在 3” 中 ， 但 不 在 9”… 中 到 定 一 点 已-(xo) 工 魏 几 委 2)。 

车 以 xz，x2a，…， 和 3 表示 局 Po 关于 一 个 固定 标 扣 的 齐 次 
仅 标 ， 则 $” 中 的 任意 点 1 的 台 标 多 ，y5 …，y 可 以 表 示 为 

了 一 X 十 对 季 二 二 下 2 
(iT 一 1 2，…，? 十 1)， 《2.27) 
式 中 皇 ，5E， …， 为 点 M 的 局 部 射影 齐 次 代 标 ， 所 参考 的 是 以 
《x 十 所 十 “十 %n) 做 单位 点 的 活动 标 架 {PPiP:…Pe}， 
AN 


7 2 )， 
且 假 定 1 为 CPP 人 训 则 C 的 展开 式 可 写 为 
2 一 1， az 中 oa (一 2， 3，… 作 )， 


了 =0 
但 系数 DO0 (1 一 2，3，p 7 )。 
对 于 坐标 xz 一 1，2…m 和 nd 二 1 人 一 1，2,… 9) 各 取 
适当 的 比例 因子 ， 常 可 使 得 
bo =1 (vv 一 2，3，…，1)。 
设 M 是 C 上 一 个 动 点 ，C 在 对 的 SCM) 包 络 C 的 外 接 可 
展 超 曲面 Z， 它 也 是 下 在 M 的 S"2(M) 的 轨迹 。 
当 M 在 C 上 变动 时 ，3”…(M ) 与 工 在 已 的 密切 平面 5:(P) 
的 交点 QQ 的 轨迹 是 一 时 线 ， 以 C* 表示 在 己 的 四 点 二 次 曲线 ;车 
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做 切线 PP, 上 任意 点 Pe(B，1，0，0) 关于 C: 的 极 线 ， 则 
在 92:( 忆 ) 上 获得 了 一 个 配 极 ， 记 作 II。 

现在 要 建立 另 一 个 对 应 互 。 设 通过 切线 PP, 的 平面 史 属于 
Ss ( 忆 )， 但 四 夫 S: ( 忆 )， 以 天 * 表 示 可 展 超 有 曲面 习 与 必 的 交 
线 ， 则 以 厂 为 变 曲 点 ， 于 是 在 乙 的 四 阶 邻 域 决定 了 Bompiani 密 
切 图 形 0,， 它 和 平面 rm 之 间 建 立 起 一 个 射影 对 应 记 作 刀 , 它 
从 已 与 SP ) 为 一 对 对 应 元 束 。 
中 取 不 通过 书 点 的 任意 平面 c 做 可 展 超 曲面 王 的 平 截 线 ， 

设 曲线 C 上 有 一 个 动 点 M 和 它 的 邻 点 M'。 两 个 密 切 空间 
S"3 (M) 和 3 (M') 都 属于 密切 空间 SS (M)， 而 2 
(M) 与 "的 交点 x 的 轨迹 记 作 〈T.)， 那 就 是 可 展 超 曲面 己 与 
a 的 交 线 。 从 忆 射 影 S": (M) 到 平面 上 去 ， 它 的 象 了 的 轨迹 
记 作 〈C.)， 则 (To 与 〈C。) 在 PP 和 % 的 交点 已 处 相 切 。 


从 此 证 明了 曲线 〈T.) 关于 曲线 〈C.) 的 接触 不 变 式 等 于 - 


由 (T.) 和 (C。 在 Poe 的 三 阶 邻 域 可 以 决定 一 条 
Bompiani 协 变 直 线 r。 与 一 个 协 变 点 Rs 则 对 于 3 (〈( 尸 ) 中 的 
co: 个 平面 c 只 有 <: 条 直线 rm。 构成 co! 个 直线 束 ， 并 且 各 束 是 以 
在 己 的 切线 上 上 一 点 Pa 为 中 心 ， 并 且 以 通过 # 的 一 个 平面 r 为 
其 平面 的 .Pae。Pe 与 m 之 间 的 对 应 是 Bompiani 对 应 也 。 

所 有 协 变 点 忆 . 都 在 C 在 已 的 密切 平面 上 ，a 与 了 的 交点 是 
忆 ， 与 直线 PR.。 之 间 的 对 应 是 配 极 芽 。 

《3 ) 在 一 曲线 的 各 维 密切 空间 中 的 协 变 图 形 。 


1 在 三 维 密切 宣 间 中 的 协 变 图 水。 首先 把 三 维 空间 中 已 经 
落得 的 结果 推广 到 3" 中 来 ， 那 就 是 通过 曲线 C 的 切线 PP, 引 密 
切 空 间 5 (已 ) 内 的 一 个 平面 Y， 但 不 重合 于 35P7) 则 z 与 可 
展 超 曲面 的 交 组 是 以 了 为 变 曲 点 的 ， 而 且 当 x 绕 PP, 旋转 时 , r 
与 -O4, 之 间 的 对 应 是 射影 的 ， 而 直线 六 .的 轨迹 是 一 个 二 次 锥 面 ， 
点 @e 的 轨迹 是 5( 忆 ) 中 的 一 条 三 次 空间 曲线 Ps。 : 
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2?” 可 展 起 直面 的 革 些 平 雪线 。 张 素 让 (> 研究 了 3" 中 一 则 
线 的 可 展 超 曲 面 的 某 些 平 截 线 ， 而 把 9 中 一 曲线 的 -一 些 结果 推 
广 到 > "中 来 ， 而 获得 了 一 些 协 变 图 形 和 几 个 射影 对 应 。 

苏 步 青 把 上 述 情形 〈(3 )，1 ) 推广 到 在 9"(7 之 3 ) 中 的 
更 普遍 的 结果 ， 就 是 假定 所 取 的 平面 通过 曲线 在 书 的 切 钱 S( 己 ) 
并 属于 7"(P)(3 委 人 和 县 4)， 但 不 属于 ”1!(P)， 这 时 ， 由 通 
过 5(P) 的 各 平面 决定 了 外 接 可 展 超 曲 面 的 平 截 线 天 。 它 以 
忆 为 高 阶 奇 点 ， 使 它 和 .31(P) 在 己 具 有 纪 一 1 阶 接 触 ， 由 于 
ce ”平面 是 通过 (PP) 且 属 于 7"( 忆 ) 的 ， 我 们 得 着 co! 平 面 ， 
其 中 每 个 平面 与 外 接 可 展 超 曲面 的 交 线 天 。 以 忆 为 由 阶 可 表示 
奇 点 。 因 此 ， 在 开 。 所 在 的 平面 上 可 以 找 出 一 条 和 次 代数 曲线 使 
它 在 已 与 玉 。 构 成 2 阶 接触 ， 并 且 具 有 一 个 〈 引 一 1) 条 一 臻 
切线 的 多 重点 DO,-。 并 证 明了 ， 当 天。 的 平面 在 变动 时 ， 对 应 的 
协 变 直线 ja-: 在 3S”( 已 ) 踢 成 〈m 一 1) 次 二 维 锥 面 〈3 到 
< 人 23) 对 应 的 协 变 点 O:。-: 画 成 3$” 中 的 一 条 灵 次 法 曲线 Fw。 

因此 , 在 ”的 一 曲线 C 的 正常 点 尸 获得 了 依次 属于 SP)， 
3 人 ( 忆 )  …， 9 (了 ) 的 一 系列 的 法 曲线 下 ，Te …，T。 

(4 ) 几 个 算术 不 变 式 ， 苏 步 青 c2 以 一 个 Se(P)(3 多 mm 
1 ) 来 代替 SC( 忆 )， 把 4.(2) 中 已 经 讲 过 的 结果 以 两 种 不 同 
的 方式 推广 到 更 广泛 的 情况 ， 

1 考虑 在 3” 中 的 一 曲线 C 和 它 的 正常 点 已 。 从 己 射影 C 
的 3 5 忆 ) 获得 可 展 超 曲 面 和 射影 超 难 面 ， 它 们 与 S"(P)(3 


魏 信 和 安 4 ) 中 的 平面 分 别 交 于 曲线 (和 (Ce-， 但 c 与 C 的 


切 绕 (PP) 交 于 一 点 Pse。 他 证 明了 曲线 (T。 和 (C。) 都 以 
Ps 为 同型 的 奇 点 ， 并 构成 了 一 个 Segre 不 变 式 


给 一 工 
Je 一 (一 1) 2 (3< 委 ms 芭 4) 
平面 与 维 数 中 无 关 。 
因此 ， 得 到 一 系列 算术 不 变 式 : 


1 =-3 ， .4 一 4 7 3， 715 一 3 2， 9 
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站 一 卫 
7 一 (一 1) 2 
那 就 是 S" 中 一 条 曲线 C 在 尸 的 〈” 一 2 ) 个 不 变 式 。 

2” 其次， 设想 在 C 的 S”( 已 ) 中 的 任 一 〈m 一 1) 维 空间 
[mm 一 1]， 使 得 这 [mm 一 1 与 C 的 切线 SP) 的 交点 疡 不 重 
于 已 。 对 于 这 样 任意 已 知 空 间 [m -- 1 ] 总 可 以 按 下 述 方法 做 出 两 
条 曲线 (T&.) 和 (C%.)， 在 C 上 的 动 点 M 引 其 4 一 mm 十 1 维 
密切 空间 S"”'!(M) 使 与 S"(P) 中 任意 指定 的 空间 [mm 一 1 
交 于 一 点 ， 这 交点 的 轨迹 是 C(m 一 1) 中 通过 Ps 的 一 条 曲线 
[Ts& .0 的 密切 空间 S""(M) 来 代 韦 SCMN)， 此 外 ， 从 万 身 
影 上 ， 在 M 的 密切 空间 S""(M)， 使 得 〈* 一 m 十 1) 维 的 射影 
超 锥 面 和 空间 [m -1 ] 交 于 一 点 之 ， 于 是 得 到 它 的 轨迹 〔C5&.，)， 
从 而 证 明了 (Ts ,) 和 〈C2) 上 点 蕊 和 了 构成 一 对 一 的 对 应 ， 
使 得 〈[&.,) 在 其 任意 一 点 蕊 的 b 维 密切 空间 34(x)(0< 
委 和 一 1 ) 属于 〈C50 在 对 应 点 Y 的 《bb 十 1) 维 密切 空间 
S3:( 了 )。 当 M 沿 下 趋 近 于 已 时 ， 刀 和 王 都 趋 近 于 Pa， 所 以 
(TD) 和 (Cx_D) 在 公共 点 Po=Z 有 公共 密 切 空间 了 ，…， 
Zi=[ 一 1]。 象 Segre 所 证 明 的 那样 ， 对 这 样 一 对 曲线 必 有 
mm 一 2 个 接触 不 变 式 。 因 此 便 导 出 另 一 系列 的 算术 不 变 式 

Ji 次-3，4，…， on)。 
这 些 关 于 S"(P) 中 切 空 间 [m 一 1](3 委 wm 和 2) 都 是 一 
样 的 。 
定理 ， 在 ” 维 空间 中 具有 公共 点 和 在 这 点 的 一 切 密切 空间 的 两 条 
曲线 之 间 必 存在 〈? 一 1 ) 个 射影 接触 不 变 式 。 

这 个 定理 还 有 下 面 的 推广 ， 

设 C 和 让 是 S" 中 两 条 曲线 并 且 有 公共 点 和 维 数 到 有 (有 去 
一 1) 为 止 的 公共 密切 空间 S5%= 1，2，,…， 有 )， 于 是 
在 非 齐 次 胡 标 Z:，Z2，…，2 下 可 以 表示 这 些 曲线 的 方 程 为 下 
列 形 式 ，, 
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Co 
刀 = 
7 =0 


和 和 2414 一 2 Bo (9 一 2，… PR) 
7 =0 


r1Z = 2 Bee (一 RT1，…， 7) 
7=0 
则 (*# 一 1) 个 量 
Js 一 Room ( 廊 =2，…， 尺 ) 

是 这 两 条 巾 线 的 接触 不 变 式 。 

特别 ， 不 变 式 J, 是 公共 密切 平面 %: 上 的 两 曲线 上 纺 和 TI 
的 Segre 不 变 式 ;这 时 ，C 避 和 于 依次 是 C 和 基 的 外 接 可 展 超 
曲面 与 平面 S 的 交 线 ， 

. 匀 下 的 问题 是 寻找 不 变 式 1/s。。…，y。 的 解释 。 

陈省身 " 驴 2 曾 利用 一 些 超 平面 的 交 比 来 表示 另外 一 个 不 变 式 
Jub 但 是 苏 步 青 证 明了 有 与 J, 之 间 有 如 下 的 关系 ， 

站 和 一 Jits7Ttty 
若 应 用 到 上 列 两 曲线 C 和 工 为 则 得 到 
TO=Viy (bD 一 3，4，… R) 
或 即 
J 一 JJ ( 力 =3，4，… 天)。 

因此 ， Js。 Jo 1 JJ 的 意义 通过 7。， ”9 7 得 到 解 释 。 

苏 步 青 ' 还 获得 了 这 些 不 变 式 1o(g= 一 2，3，…，R&) 的 
别 种 简单 解释 。 

此 外 ， 蓉 步 青 '" 与 周 彭 年 马 指 出 B .Segre 定 理 的 推广 对 
于 两 个 流 形 也 有 它 的 类 他 结果 。 


8 4.3. 曲面 的 射影 微分 几何 


关于 曲面 的 射影 微分 几何 的 研究 ， 由 于 许多 儿 何 学 家 的 努 
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力 ， 曾 经 获得 了 卓越 的 成 就， 例如，Wilczynski，Fubini 
Bompiani， Sannia， 苏 步 青 等 都 是 这 方面 研究 考 中 杰出 的 人 
物 。 值 得 注意 的 是 ， 我 国 几 何 学 家 关于 这 方面 的 研究 已 经 得 到 了 
较 大 的 成 就 。 关 于 这 方面 的 丰富 内 容 ， 在 本 书 中 除了 和 叙述 作者 的 
一 些 成 果 外 ， 只 作 扼 要 的 介绍 ， 至 于 详细 的 论述 ， 请 参考 苏 步 青 
[ 工 )，〔 夏 ]， 以 及 其 他 有 关 专 著 。 


1. 射影 曲面 论 的 基础 ”在 这 一 段 里 ， 先 介绍 曲面 的 一 些 基 


本 元 素 与 基本 方程 等 作为 今后 论述 的 基础 。 

《1 ) 几 近 曲 与 曙 网 基本 方程， 在 三 纵 册 及 空间 P 中 才 
虑 一 个 齐 次 射影 坐标 系 。 令 S 是 一 个 解析 的 非 直 纹 面 ， 它 的 参数 
向 量 方程 为 x= 一 %(2#，2)， 因 为 在 曲面 和 上 任意 正常 点 〈《x) 


的 切面 是 由 点 xx，x%，x%* 决定 的 ， 所 以 这 个 平面 的 方程 可 写 为 


|[ Xe xj 一 0， (3.1) 


式 中 的 下 标 表示 偏 导数 。 在 曲面 S 上 了 到 一 条 曲线 
2 一 UKCf) DID 一 Cif)，， 
使 它 为 一 渐 近 曲线 的 充 要 条 件 是 在 每 点 的 密切 平面 与 曲面 的 切面 
重合 ， 即 
1 X。Xo Gd2xl 一 0。 (3.2) 
由 于 dx 一 Xda 十 %Gdo，d2x 一 %sad 迪 十 2xudado 十 Xdao2 十 XuQ24 十 
2%d2， 代 入 上 式 ， 即 可 得 出 渐 近 曲线 的 微分 方程 
|x 和 Xda 二 2x xxo oilqadp 
十 |x xx %|da2 一 0。 (3.3) 
若 取 渐 近 曲 线 为 参数 曲线 x，v"， 则 dudo=0， 因 此 ， 由 
(3.3) 可 知 
| 和 oo Mo 一 0， oo Xe Xml 一 0。 
从 而 必 有 1" ， 2 的 数量 函数 训 ，9，%，B，Y，5， 使 得 
Xu 一 力 X 十 QXu 十 Bxoy 
ov 一 9X% 十 YX 十 5xoa 《3. 人 4 
按照 
(xuvo)s 一 (ouo)o 
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就 可 得 到 可 积 条 件 。 特 别 ， 注 意 到 xx。 的 系数 可 知 ww=8。 所 以 
存在 一 个 画 数 6 ， 使 得 wx =6， 一 6。， 于 是 (3.4) 变 为 
Xu 一 户 X 十 8.xs 十 Bxos 
MXoo 一 0X 十 YXa 十 0oxus (3.5) 
这 个 方程 组 称 为 曲面 的 基本 方程 ， 并 且 只 要 取 适 当 的 比 例 因 了 于， 
总 可 以 使 
8 一 la(pBY)， (3.67 
满足 (3.5) 和 (3.6) 的 坐标 x 称 为 Fubini 法 坐标 ， 两 点 〈x ) 
和 (〈x.。) 的 连 线 称 为 曲面 在 点 《〈《x ) 的 射影 法 线 。 
车 以 点 Y，May Mo，Mus 作为 尸 点 的 活动 标 架 (局 部 四 面体 ) 
的 顶点 ， 则 对 空间 中 任意 点 M(x) 的 射影 齐 次 侣 标 可 二 为 
% 荆 XIYX 十 XeXu 十 XesMXe 十 XiXuoy 
其 中 xy， x%a，x%a， %% 表示 点 朵 关于 四 面体 {xX，x。。 %。， xs 的 局 
部 坐标 ， 导 入 非 齐 次 坐标 ， 


这 % 以 
2 一 一 2 
2 2 201 


设 邯 (Y，3，2) 为 曲面 $ 上 已 点 的 任 一 邻 点 ， 则 不 难 求 出 = 
关于 x， 2 的 守 级 数 展 开 式 ( 见 Lane， [IJ]，129 页 ]。 


2 一 逆 一 一 (Bo 十 Y35 十 -二 -(Bq 太 一 4 中 xy 


一 66.sx2y2 一 4Yg9Xy3 十 由 yy 全 十， (3.7) 


和 一 


式 中 
中 一 (lnpyY2,， 囊 一 (lnp2Y)，。 (3.8) 
从 展开 式 (3.7) 可 以 看 出 ， 曲 面 3 和 它 在 忆 点 的 切面 2 一 
的 交 线 C 以 忆 为 二 重点 ， C 的 二 重 切线 就 是 S 在 己 点 的 两 条 渐 近 、 
切线 。 
基本 方程 (3.5) 还 有 如 下 的 类 型 。 事 实 上 , 车 令 x 一 cy， 
则 (3.5) 可 化 为 


yu 一 By 一 cy， 
(3.9) 
yop 一 Yy 一 Cry 
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Jun 十 2 十 ciy 一 0， 
(3.10) 
yoo 十 2a 加 十 csy 一 0， 


这 里 应 当 指出 ， 当 B = 0 时 ， 则 有 yu= 一 cx 这 表示 曲线 
4 是 直线 的 条 件 ， 即 渐 近 曲线 有 一 系 是 直线 ， 所 以 是 直 纹 面 。Y 
一 0 也 一 样 。 因 而 B 一 0，Y 一 0 所 表示 的 曲面 为 二 次 曲面 。 在 
以 后 的 讨论 中 ， 经 常 假定 BY 天 0 ， 即 曲面 不 是 直 纹 面 。 

为 了 以 后 研究 上 方便 起 见 ， 这 里 特别 来 决定 一 切 渐 近 切线 属 
于 线 从 的 条 件 。 

从 上 式 ， 我 们 有 

Bo 一 yc 
把 这 个 等 式 关 于 连续 求 导 两 次 ， 可 得 如 下 形式 的 方程 ， 
yuu 十 4Diyuu 十 6c:yws 十 4d:ys 十 ely 一 0， 

式 中 1 


bo 一 一 二 (np)。 c= 一 二 (tn B)。 一 (了 3 一 2ci 二 Ru 
中 一 一 (2 一 BY 一 2ct(lnp)9，e 一 (* )， 
又 


入 一 2 一 愉 一 一- np) 一 -十 -( 瑟 了 3 二 一 oo 一 卫 Bs 


qd 一 3bie 十 2 一 -co 一 下 BY 一 一 (lap)。Clnp)。 


+ 一 (lnp) 一 一 -BClnp)。(tnp)。 


， 8 一 0 一 一 = 一 8 [(ln 8),.。 一 ByY]， 
所 以 渐 近 曲线 4 的 射影 缴 可 写 为 


do = 一 B [ClanB)。 一 By ca。 (3.11) 
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所 以 渐 近 曲线 4 属于 同一 线 从 的 条 件 是 t:== 0 〈 见 苏 步 青 [I)， 
79 一 80 页 )， 即 


(lnpB)。=BY。 (3.12) 
同 理 得 曲线 v 属于 线 丛 的 条 件 
(lnyY)。 一 BY。 (3.13) 


所 以 一 切 浙 近 曲线 属于 同一 色 丛 的 条 件 是 这 两 式 同 时 成立， 相 


0 


减 得 


一 bf ) 一 0，， 〈3.147) 
这 表明 ， 可 写 
bn- -Au) 一 9(o)， 
或 妈 
了 em 
满足 ln(--，-) ， 一 。 的 曲面 条 为 等 浊 浙 近 册 而 ,又 名 为 Fabini 遇 


面 ， 有 时 简称 F 曲 面 。 著 取 适 当 的 参数 !:，" 可 使 这 个 条 件 化 为 


B =Y。( 证 略 ) 
最 后 指出 ， 基 本 方程 〈3.5) 的 可 积 条 件 是 
YL 十 (BY2) 一 0，PM +T(B:Y) 一 0， 


-Cs.16) 
YL 十 27Y. 十 Yu 一 PMA ,十 2JMB, 十 P。， 


式 中 


也 一 0. 62 一 PB。 一 有 0, 一 22 


， (3.17) 
JM 一 to 一 -时 一 Yo 一 Y8. 一 29。 
证明 从 略 ， 见 苏 步 青 C 工 ]。 ， 
如 果 引 用 记号 ， /一 2 ， 把 Wilczyaski 型 的 基本 方 
程 改 写 为 
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320 十 2030 十 cl 一 0， 


32 十 2a35 十 cy 一 0， (3.187 
也 可 求 出 它 的 可 积 条 件 是 
020 十 cj 十 20001 十 4ab 一 0，， 
b02 十 c01 十 2c010 十 40al0 一 0， (3.19) 


c3 十 2acji0 十 4al0c, 一 c30 十 20c01 二 4001c，。 ， 
(2 ) 法 形式 。 在 曲面 S 上 -点 PCu，u) 引 二 渐 近 曲线 
4， 0 。 在 每 条 曲线 上 分 别 取 一 点 已 (2+du uo),P2(u，D 
+aa)。 在 已 ， 忆 ， 书 "各 引 渐 近 切 线 ， 这 四 条 直线 在 一 阶 无 穷 小 
范围 内 可 以 看 作 属 于 同一 个 线束 〈 因 新 近 曲 线 与 曲面 S 构 成 二 阶 
接触 )。 
现在 要 计算 这 四 条 直线 的 交 比 ， 
设 已 点 的 坐标 为 x(4，2)， 则 在 书 的 两 条 渐 近 切线 的 
Placker 坐标 分 别 为 
(x，xX)，(xX，2%o)。 
在 已 ， 书 的 渐 近 切线 的 佣 标 分 别 为 
《%，xo) 十 (%，xXoo)adz 
(《%，x%n 十 (X，X%op)ao， 
由 基本 方程 (3.5) 可 得 
《x，xoo) 一 9(xX，xo) 十 BCx，xo)， 
《xx ，xoo) 一 6(X，x%o) 十 Y(CxX，xo)。 
代入 上 列 两 式 ， 可 得 在 P， 忆 的 渐 近 切 线 的 坐标 分 别 为 
{guau 十 1 (x，x%o7 二 Bada(x，xo)， 
Ydo(x，xo) 十 {bdap 二 1 (x，xo)。 
由 此 可 见 ， 在 一 阶 无 穷 小 范围 内 ， 这 四 条 直线 属于 同一 个 线束 。 
它们 的 交 比 是 


Bax 0.do 十 1 _ BYdudv 
0.dqa 十 1 Yado (1+6da(C1 二 bdo)。 
所 以 它 竟 主要 部 分 是 BYaudo， 因 此 ， 做 
中 :一 2BYaudv， _ (3.20) 
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放生 人 的 有 目下 和 站 是 又 做 
Baw 十 Yadas 
Fe 2dxdu 
下 用 几 半生 和 和 
do 
B Z， du ， 
也 为 固有 且 不 变 的 ， 因 为 它们 的 滋 积 的 画 代 
和 
生生 全 和 全 为 
(P 的 + 全 姓 -天 
形式 (3.20) 和 @ 21) 孝 是 Fubini 所 发 现 的 ， 所 以 形式 9 中, 称 
为 :Fubini 法 形式 ， 形式 《3.21) 称 为 Fubini 射影 缴 素 。 至 于 
《3.22) 的 两 个 形 式 是 Bompiani 最 早 〈1926) 发 现 的 ， 称 为 
Bompiani 初等 形式 。 这 些 形式 曾经 有 过 各 种 不 同 的 几何 作 图 
法 。 Bompiani 最 早 〈《1926) 给 出 他 的 几何 意 义 但 是 结果 很 
党 ， 后 来 〈1936)( 见 Bompiani[C 7]) 他 利用 第 二 种 线 素 比 较 简 
单 地 解释 了 上 述 两 个 形式 。 此 外 ， 人 . Terracini “也 研究 过 曲 
面 的 射影 线 素 。 

在 这 里 引用 与 曲面 有 联 带 关系 的 两 对 二 次 则 线 (见方 德 村 
[57])， 其 中 一 对 是 和 曲面 3 在 己 点 的 切面 与 9 的 交 线 的 两 支 分 
别 构 成 四 点 接触 的 二 次 曲线 、 另 一 对 是 和 通过 曲面 9 上 一 点 书 的 
汤 近 曲线 的 切 色 曲 面 与 $ 在 已 点 的 切面 的 交 线 分 别 构成 四 点 接触 
的 二 次 由 线 ， 再 者 ， 在 曲面 S 上 取 忆 的 邻 点 已， 在 一 阶 无 穷 小 范 
围 内 瑟 可 以 看 作 S 在 己 的 切面 上 的 点 ， 风 直线 PE 和 上 述 两 对 
中 的 每 条 二 次 曲线 除 忆 外 再 交 于 另 一 点 ， 因 此 ， 从 已 ， 瑟 和 这 些 
交点 依 一 定 的 次 序 做 其 交 比 ， 就 可 以 很 简单 地 把 Bompiani 初等 
形式 和 Fubjinji 射影 弧 素 表达 出 来 。 为 此 ， 首 先 求 出 上 述 两 对 二 
次 曲线 的 方程 ， 

在 《1) 中 已 经 指出 ， 曲面 8 和 在 忆 的 切面 的 交 线 C 以 忆 为 
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(3.21) - 


《3 .227 


二 重点 ，(C 的 二 重 切线 就 是 祷 在 已 的 两 条 渐 近 切线 。 
以 C。 表示 曲线 C 和 切线 4 相 切 的 一 支 ， 则 由 展开 式 (3.7) 
可 以 看 出 沿 C, 的 展开 式 可 写 为 


1 1 
?一 全 -Bo 一 TB9x 十 2 一 0， (3.23) 


则 从 此 不 难 求 出 在 已 与 C, 构成 四 点 接触 的 二 次 曲线 ,， 记 作 到 。 
〈 以 后 简称 为 四 点 二 次 曲线 ) 的 方程 


中 xy 一 了 十 RX2 一 0，2 一 0， (3.24) 


ore- 


式 中 四 是 参数 。 
同样 地 ， 交 换 C 的 两 支 C. 和 (C,， 就 得 到 (C, 在 已 点 的 四 点 
-二 次 曲线 天 。 的 方程 ， 


3 1 好 一 xy 一 区 二 一 0， zz 一 0， (3.25) 


式 路 是 参数 ， 
切 强 9。，z 一 x = 0， 关 于 《3.24) 中 任意 一 条 二 次 曲线 的 
极 忆 的 华 标 是 ( 一- 条，0，0 ) 切 编 5， = 一》 一 0， 关 于 


(3.25) 由 任意 一 条 二 次 曲线 的 极 已 是 ( 0， - 寺 号 
现在 在 束 〈3.24) 中 决定 一 曲线 FT 使 它 通 过 已。 它 的 
方程 是 


32 一 0，2z 一 0。(3.26) 


同样 地 ， 在 束 《3.25) 中 决定 一 曲线 To。 使 它 通 过 P。 即 


音 
-yy -二 xy 一 zx 一 0 2 一 0。 (3.27) 


于 Box 一 4 Xy 一 ?一 


更 在 求 另 一 对 二 次 曲线 的 方程 ， 利 用 方程 (3.5) 不 难 求 出 


渐 近 曲线 x 的 展开 式 ， 
光一 GX2 十 Dx3 十 9 
(3.28) 
二 YX 十 5 十 9 


ee 278 


式 由 
a = 一 -B， 5 一 一 虞 -B， Y 一 个-B， := 一 -二 8q. 
(3.29) 
其 次 作 渐 近 曲线 4 的 切 组 曲面 与 S 的 切面 的 交 线 ， 它 的 方 
程 是 


-3 3 
7 一 -00 十 


了 MXS 十 ee 


从 此 就 可 得 出 这 条 曲线 的 四 点 二 次 曲线 ， 


3 1 8 一 ， 
8 0 十 -一 9 一 二 2 0，2 一 0， 


或 即 
-Bo 一 -xy 一 +jyj2 一 0，z 一 0， (3.30) 
式 中 无 是 参数 ， 


只 要 交换 上 和 "， 立 刻写 出 渐 近 曲线 " 的 切线 曲面 与 曲面 S 
的 切面 的 交 线 的 四 点 二 次 曲线 ， 即 
一 一 直 xy 一 xT 二 ix 一 0，2=0， 《3.31) 
大 是 参数 。 


效 将 在 束 (3.30) 中 决定 一 条 则 线 元 ,使 它 通过 P( 0 车 


0 )， 它 的 方程 

3 

8 

同样 地 ， 在 束 (3.31) 中 决定 一 条 曲线 元 ， 使 它 通过 忆 
(- 专 ， 0， 0 它 的 方程 是 


_3 :由 一 下 2 一 一 
8 Yy 4 一 区 5 0,2z=0。 (3.33) 


下 面 来 阐述 两 个 初等 形式 和 射影 线 素 的 儿 何 意义 。 
在 蝎 面 9 上 取 忆 的 邻 虚 FE(x du ou ++do)， 在 一 阶 无 穷 
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Bo 一 一 xy 一 2 一 y 一 0，2z 一 0。(3.32) 


小 范围 内 互 可 以 看 作 在 尸 的 切面 上 ， 即 
巨 一 X 十 Xda 十 Xvqdp， 
也 就 是 互 的 局 部 坐标 是 xi= 1，x 一 du % 一 do，x= 0。 
是 直线 PE 上 任意 点 的 坐标 可 写 为 
px 一 入 十 1，pxs 一 da，pxs 一 do，px 一 0， (3.34) 


式 中 p 为 比例 因数 ， 》 为 参数 。 忆 点 所 对 应 的 参数 :一 co， 卫 点 


所 对 应 的 参数 和 一 0。 


为 了 求 直 线 刀 E 和 二 次 曲 弘 Fr 的 交点 ， 把 它们 的 方程 


写成 关于 齐 次 仅 标 的 形式 ; 
FT。 --B2 一 


中 
和 X2Xas 一 %IXas 一 X3 一 0，xX 一 0。 


4 
站 


4 X3 一 0，X 一 0， 


一 3 中 
开 一 一 一 XIXs 一 


设 PE 和 PT 的 交点 除 书 点 外 分 别 交 于 Q, 5, 则 以 (3.34) 


分 别 代 入 就 得 到 Q，0 的 对 应 参数 MX，) 所 满足 的 关系 ; 
-8dw 一 二 dudu 一 (和 ,十 1 do 一 -do 一 0，. 
-Rdm 一 -dado 一 CA 上 IT) do 一 -do 0 ， 


1 di 中 
入 s 一 一 - 5 8 疝 一 二 do 一 1 do 一 1， 
Cz 中 
入 ,一 总 - 3 一 0 -二 d~ 1 。 


现 此 ， 就 可 求 出 已 ，Q， 五 ”5 四 点 的 交 
CQ， 5E9O)=(co)s oo 


82 
一 人 3 p 


了 了 
1 一 -8 2 十 一 一 ?dx 十 一 一 和 do 


4 
2 
24 8 do 


同样 地 ， 设 PE 与 T。T。 分 别 交 于 尺 ， 去 ， 则 交 比 


Cu? 
(PR， FRRD= -YY 十 


因此 ， 我 们 得 到 
定理 4.14 设 总 ， 情 表 示 曲 面 S 在 己 点 的 切面 和 S 的 交 线 的 
两 支 曲线 C.。C。 的 切线 ， 令 P,。 已 分别 为 te 如 关于 C, 在 书 
点 的 四 点 二 次 曲线 天 .。 天 ,的 极 。 在 二 次 曲线 束 玉 ,， 天 。 中 分 别 
决定 一 曲线 T.。T。 使 其 分 别 通过 已 ，P。 其 次 ， 设 C*，5* 表 
示 曲 面 S 通过 己 点 的 两 条 渐 近 曲线 的 切线 曲面 和 S 在 尸 点 的 切面 
的 交 线 ， 且 以 刺 .， 天 。 裘 示 C*，5* 在 尸 点 的 四 点 二 次 曲线， 在 
束 元 。 志 , 中 分 别 决 定 一 曲线 FF 使 其 分 别 通过 PP。。 再 
次 ， 在 曲面 9 上 取 已 的 邻 虑 下 (1，duw，doj 0 )， 作 直线 PE 与 
[TFT 和 To FF 除 己 外 的 交点 Q， 2 和 尺 ， 玉 ， 则 除了 一 个 常数 
翅 外 交 比 〈PQ，F5) 与 (PR，FR) 的 主要 部 分 分 别 等 于 形 
式 B -与 Y 人 
单单 利用 上 定理 中 二 次 曲线 对 ,Tv 或 单单 利用 天. FF 都 
可 以 玫 达 曲面 S 的 射影 线 素 。 ， 
设 在 曲面 S 上 取 忆 的 邻 点 Pi， ao 一 do， 0 )， 则 直线 
PP' 上 任意 一 点 的 坐标 可 写 为 
px 一 Y 十 1，px: 一 dl，px: 一 一 do，px= 一 0， 


式 中 Y 为 参数 。 设 直 级 二 ”与 TI 除 三 点 外 再 交 于 点 了 ,7 ， 
跟 上 而 同样 的 方 洁 求 得 了， 了 的 对 应 参数 ， 


__ 1 ad _ 0 
Ya: 一 了 B-2 2 dx 十 4 oo 一 1， 


加 1 co 中 中 、 
Yi 一 一 了 YY 器 一 本 由 于 


从 此 ， 得 到 交 比 
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(PT，P'T') = 一 人 
ma 


do2 doz \ 
_ 二 (8 有 +Y 全 
1 人 
8 
= 到- @ _Bdo 十 Ydo 二 


2drwaV 
由 此 推出 

定理 4.15 取 定 理 4.14 中 二 次 曲线 对 FT To 其 次 取 曲 面 9 
上 三 的 一 个 邻 点 P' (1，da， 一 do，0)， 作 直线 PP' 与 FT。 
的 变 点 7， 7 ， 则 交 比 〈P7， 忆 人 ) 的 主要 部 分 除 常 琢 内 于 

到 外， 等 于 曲面 的 射影 线 素 。 

完全 类 似 地 ， 若 直线 PP' 与 曲线 对 工 ws 元 的 交点 为 UL71， 
则 不 难 求 出 交 比 〈(PU， 忆 矿 ) 的 表达 式 ， 

CPU， PrU)=- -Ed 。 
于 是 ， 得 到 
定理 4.16 了 到 定理 4.14 中 一 次 直线 对 Fi 的 交点 1 Z7/， 

刚 交 比 (PU，P/ 1 ) 的 主要 部 分 除 常 数 因子 一 一 1 外 ， 等 于 出 
面 的 射影 线 素 。 

《3 ) 射影 变形 ”为 了 曾 明 射影 线 素 的 重要 性 ， 我 们 导入 曲 
面 的 射影 变形 的 概念 和 理论 。、 


在 欧 氏 儿 何 中 一 个 很 重要 的 问题 是 关于 一 个 曲面 的 变形 〈 等 、 


距 变 换 ) 问题 〈( 见 8 2.3.9)。 就 是 决定 一 曲面 S" 使 它 与 一 已 知 
有 曲面 S 在 Gauss 意义 之 下 互 为 变形 的 问题 。 现 在 设 S，3/ 在 
Gauss 意义 之 下 是 互 为 变形 的 ， 则 $, 5/ 之 间 必 存在 一 个 点 对 点 
的 对 应 ， 就 是 所 谓 变形 的 对 应 。 设 已 ， 尸 / 是 任意 一 对 对 应 点 , 不 
管 da 怎样 ， 在 已 ， 已 * 处 的 曲面 线 素 必 相等 ， 换 句 话 说 ， 必 
存在 一 个 运动 M， 以 M 把 P~ 已 ' 且 以 忆 的 一 阶 邻 域 变 到 书 的 一 
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NI 


1 


阶 邻 域 。 就 是 说 ， 从 书 出 发 引 S 的 任 一 曲线 C 与 8/ 上 的 对 应 曲 
线 C/， 施 行 M 后 ， 则 C 变 到 另 一 曲线 T/，T“ 通 过 己 ' 且 与 C/ 在 
已 构成 一 阶 解析 接触 。 所 谓 解析 接触 是 指 ， 设 两 条 空 间 曲线 的 
齐 次 坐标 分 别 为 x(2 ) 与 :(o )， 且 令 在 O 点 构成 4 阶 接触 , 则 
存在 两 个 函数 P (4 )， 中 (2#% )， 使 得 
X'/ 一 pX，10 一 中 (4) 

满足 如 下 的 关系 ， 
1o 一 中 (4o) 


C 
zt) C 


且 在 (xu oo) 处 ，x 一 x，- 了 邯 = 生 区 (rr 一 1)2 1)。 
这 时 ， 任 取 一 个 函数 o (y ) 关 0 ， 不 难 验证 

X 一 GX，X' 一 IOX/ 
也 满足 上 述 条 件 。 所 以 这 时 的 接触 由 > = (2 ) 而 决定 的 。 因 
而 称 C，C/ 关 于 对 应 u = (4 ) 构成 阶 解析 接触 。 

特别 ， 当 中 = x， 即 oa， 这 时 说 C，C/ 在 O 做 成 mw 次 
解析 接触 。 

上 述 的 运动 只 当 然 由 对 应 点 P， 己 ,而 决定 。 换 句 话 说 ，， 
忆 变 到 另 一 对 对 应 点 时 ， 则 所 对 应 的 运动 M 是 要 改变 的 。 若 M 
对 任 一 对 对 应 点 而 不 改变 时 ， 则 S，SY 在 M 之 下 是 适合 的 ， 因 而 
这 个 情形 无 意义 ， 可 以 除去 不 论 。 

若 对 应 为 共 形 时 ，ds: 一 )d32， 这 时 也 可 采用 上 述 思 想来 定 
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义 共 形 对 应 ， 所 不 同 者 就 是 上 述 的 C，T/ 的 接触 不 是 解 析 接触 ， 
因为 差 一 个 因子 3 学 关 -dz 

现在 把 上 述 思想 推广 到 射影 微分 几何 中 去 。 

设 两 个 曲面 S，53/ 之 间 存在 点 对 应 ， 并 且 对 8 的 任意 点 也 总 
可 以 决定 一 个 射影 变换 了 T， 使 忆 变 到 8 的 对 应 点 P/， 在 S 上 通 
过 已 的 任意 曲线 C 变 到 下 /， 并 且 T 与 C 的 对 应 曲线 C" 在 点 已 


现在 要 寻找 两 个 曲面 S，'97 互 为 射影 变形 的 条 件 。 为 此 ， 采 
用 这 样 的 曲线 坐标 ，: ，" ， 使 9$，3/ 在 对 应 点 具有 相同 的 坐标 
24， 7， 从 而 对 任意 一 对 对 应 点 4 = 一 4， 一"% 存在 一 个 射影 变 
换 了 ， 使 得 
了 ，X，dx，ad2x->X(，dxX( ，ad2x/ 。 
了 与 妈 ，o 的 值 有 关 ， 但 和 dr，do，d2，dio，dudo 无 关 。 当 
选取 适当 的 pP=pP(2，z) 时 则 
了 ，px，q (px)，d2(px) 一 2X，adx，ad2x/。 
也 就 是 说 ， 在 4 =x，2 一 0 处， 经 过 后， 各 所 
Px， Psx 十 pxu，Px 十 Pxos 
PoxX 十 2P.xs 十 DXouusy 
Puox 十 Puxe 十 Puxs 十 Pxur 
Pox 士 2P,xr 十 Pxyom 
分 别 变 到 各 点 XI ，x2 2X2 Ms ho xioo。 所 以 
(X/ ， X2 2o9 dx ) 一 | 了 (pxy pP.X 十 PXe poX 
十 pxo，ad2(px)) 一 |Tjp 人 YX，Xo Xe dx) 
4 一 2 0 一 Uo。 
由 此 可 兄 ， 两 个 方程 
(X，xXo xXo dcd2x) 王 0，(X ，x0 0 dx ) 一 0 
在 S，% “的 任意 对 应 点 处 必须 相同 。 换 名 话说， 
一 个 曲面 的 渐 近 曲线 在 射影 变形 后 仍 是 渐 近 册 线 。 


下 面 取 S$，3' 的 渐 近 曲线 为 参数 曲线 。 
。264 。 


325256235 


这 时 ， 从 曲面 S 的 基本 方程 (3.5)， 我 们 得 到 
px 十 2puxu 十 pxus 一 【( 郊 十 ?) 一 (8 二 2 全 小 人 


P 
一 Po 玫 ] pPx +(@， 
十 B (px 十 pox)， 
经 过 人 后， 这 点 变 为 
CO 
+(6.+ 2 2 如 和 十 Bx 
并 且 必 须 与 点 


中 jpx。 十 px) 


2 一 访 /XL 十 622 十 B 2 
重合 ， 式 中 的 系数 多 ，60/，B/，Y" 玫 示 37 的 对 应 量 。 
但 在 (xu。，zo)，p 及 其 导数 的 值 可 以 任意 取 ， 所 以 只 要 及 
一 有 成 立 就 够 了 。 
则 样 ， 若 从 px 十 2puxo 十 Pxoo 出 发 ， 就 可 得 到 Y =Y'。 
反 过 来 著 在 S$，S/' 的 对 应 点 成 立 
=，Y 一 Y/， 
则 可 选取 bp 关 0，p。。，p。pe，pe， po 在 这 点 的 值 ， 使 上 列 的 
”一些 条 件 成 立 。 因 此 ， 我 们 有 
定理 4.17 ”两 个 曲面 互 为 射影 变形 的 一 个 充分 必要 条 件 是 ， 
两 个 曲面 的 渐 近 曲线 互相 对 应 ， 并 且 在 对 应 点 的 6B，Y 的 值 
相等 。 
上 面 已 经 指出 ， 一 曲面 的 射影 缴 素 可 以 看 作 
B-2 和 Y -9 
的 平均 值 。 所 以 上 面 的 定理 可 改 述 如 下 ， 
定理 4.18 两 个 曲面 互 为 射影 变形 的 一 个 充 要 条 件 是 ,两 个 


昌 面 在 对 应 点 射影 线 素 相等 。 
对 互 为 射影 变形 的 两 个 曲面 到 适当 的 坐标 xx， 可 使 
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了 一 六 ， 一 忆 3， 

因为 五 aa2F， 0 。 原来 斑 : 与 盛 ; 只 姜 一 个 因子 ， 所 以 
取 适 当 的 5 可 使 P 一 E。 又 因 ds= ads。 于 是 了 ,一 民 1。 

(4 ) Bompiani- 民 Iobougxek 二 次 曲面 。 设 C 是 曲面 3 上 任 
闪 一 条 曲线 。 从 C 的 每 点 引 新 近 曲 线 4 一 const 的 切线 ， 得 到 直 
纹 面 Rs 当然 ， 玉 . 通过 C。 同 样 ， 从 渐 近 曲 弘一 const 的 切 
线 也 可 得 到 一 个 直 纹 面 R,。 由 于 RL， 忆 是 由 C 完全 决定 的 ， 故 
称 R,，R, 为 曲线 C 的 汤 近 直 纹 面 . 设 O 是 C 上 任意 一 点 ， 1 为 
通过 O 并 属于 尺 , 的 母线 。 作 兄 , 沿 1 的 密切 二 次 曲面 Qz。( 即 由 
1 及 其 二 邻近 母线 决定 的 二 次 曲面 。) 直 纹 面 丸 , 的 一 系 弯曲 的 
渐 近 曲线 的 每 条 切线 与 R 交 于 三 重点 ， 就 是 与 尺 , 的 三 条 邻近 母 
线 相交 。 所 以 ， 从 ! 的 每 点 各 引 尺 , 的 弯曲 渐 近 曲线 的 切 线 ， 其 
轨迹 是 二 次 曲面 Q*。 同 样 ， 可 得 中, 的 二 次 曲面 Q:。 我 们 称 Qw 
Q; 为 C 在 O 的 两 个 渐 近 密切 二 次 曲面 。 

至 于 对 Q:，Q; 的 方程 的 求法 与 求 Lie 的 二 次 曲面 的 求法 类 
似 《〈 见 第 三 章 ，8 3.3.6)。 这 里 不 重 述 。 结 果 ，Q, 上 任意 点 xz 是 

ZX 一 Xu 十 和 X 十 册 [【(6. 十 入 )a xs 十 (Bo 十 和 o )xXo 十 0 Xus 

十 (4 二 BA 二 CT 二 Du )x， (3.35) 


4 一 1 了 一 6 


C- 直 z[Bw (Be 入 + 6.4/ za/ 一 时 2/z7 一 2 刀 如 
一 Be 一 bo 十 02Bbu 一 (8o+BY)o] 
(rt 一 六 十 B. 十 8B0.)。 
式 中 入 ，K 才 示 Q7 的 参数 ， 
现在 在 曲面 S 上 特别 到 这 样 一 条 曲线 ,使 它 在 DO(0，0 ) 


与 渐 近 曲线 4 一 0 相 切 ， 则 了 工 的 方程 可 取 如 下 的 形式 ， 
2 一 一 -全 Yo? 十 (3)， (8.36) 
式 中 Y 表示 Y 在 0 点 的 值 ， 是 常数 
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容易 验证 ， 有 的 值 对 渐 近 参数 4 ， " 的 变换 是 不 变 的 。 现 在 
回 到 曲面 曲线 C， 特 别 是 上 述 曲线 时 ， 则 由 (3.36)， 在 0 
便 有 
0 一 1，0o% 一 0，4 一 0 一 0， 凡 一 0) 刀 一 一 Ar 从 (3.35) 
得 到 

4=10， 刀 王 0， C 一 一 (b+(1 一 1)BY}。 

_ 这 时 ， 对 应 的 二 次 曲面 Q: 是 

z=| 久 一 到 (bo+(1 一 六 BY》 “| X 十 Xu 十 入 Xz 十 册 Xure 
从 其 局 部 坐标 中 消去 入 ，L 得 到 它们 的 代数 方程 

xi 一 2axs 十 -8 二 (1 一 大 )BYjx3= 0。 《3.37) 


取 形 式 | 
XI% 一 %X3 十 Rx- 一 0 〔〈 有 为 人 参数) (3.37)7 
的 二 次 曲面 束 称 为 Darboux 二 次 曲面 束 。 所 以 (3.37) 是 一 个 


注意 到 变换 8 ，Y。 w ，u 这 个 方程 不 变 。 记 以 若 以 下 /， 
-Bu 十 (3 


代 换 工 ， 作 Q:， 则 有 Q: 王 Qv。 因 而 得 到 
定理 4.19 任 一 Darbouxz 二 次 曲面 容 有 两 种 不 同 的 作 图 法 ， 
并 且 每 个 二 次 曲面 是 由 它 的 指数 产 决 定 的 。( 见 Fubini[IJ。) 
Darboux 二 次 曲面 束 《3.37)″′ 关于 非 齐 次 各 标 的 方程 是 
2 一 Xy/ 十 Rz2 一 0 ( 忆 人 参数 )， 《3.37)7 
与 墓 面 $ 在 尸 点 的 展开 式 比 较 ， 不 难 推出 这 种 曲面 的 一 个 特 竹 ， 
束 中 任 一 昌 庆 与 沸 醒 3 槐 感 一 阶 玉 角 并 与 S 的 交 线 以 了 为 ， 


人 


岂 一 一 


BeaYw 0， 0 。 (3.38) 
这 三 条 切线 称 为 Darboux 切线 。 它们 与 两 渐 近 切线 是 反 配 极 
的 。 
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Darboux 二 次 曲面 束 中 有 几 个 比较 重要 的 二 次 曲面 

1 Lie 的 二 次 曲面 。 对 应 指数 关 一 0)， 这 时 所 采用 的 曲线 
工 与 玉 /可 以 是 渐 近 曲线 4 = 0 与 = 0 。 这 就 是 Lie 原来 定理 
的 内 容 〈 第 三 章 ，8 3.3.6(3.28))。 

2” Wilczynski 的 二 次 曲面 。 指数 太一 1， 从 而 方程 3.37) 


变 为 
2 一 2axs 十 一 -9uo3 一 0。 (3.39) 


所 取 的 曲线 工 与 7 都 是 以 O 为 变 曲 点 ， 这 是 Bompiani 的 定义 。 
( 见 Bompiani 8]) 后 来 Laae “指出 ， Bompiani 所 得 到 的 二 
曲面 的 浙 近 曲线 网 的 调和 线 汇 有 密切 联系 ( 苏 步 青 (201)。 就 是 : 
设 已 和 忆 , 是 曲面 S 在 一 点 O 的 两 条 渐 近 曲线 上 的 两 点 ， 并 且 线 
汇 (P,P,) 与 渐 近 线 网 是 调和 的 。 在 忆 , 与 忆 , 各 引 有 关 共 斩 网 
Na 与 We, 的 另 一 切线 PPL 与 PL:， 并 从 0 引 直 线 OO: 使 与 
PZ，P:.L: 都 相交 ， 则 两 直线 OO0。 与 PP 关于 WilczyasKi 的 
二 次 曲面 是 苍 直线， 


4 二 章 女 平面， 有 一 co 
在 这 里 还 要 指出 指数 大 的 一 个 几何 意义 ， 若 通过 己 的 任 一 直 
线 六 与 昌 面 (3.37) 变 于 除 卫 外 的 一 各 了 Po 并 设 太 与 Lie 的 二 


己 ， 已， 忆 ， 已 四 点 的 交 比 等 于 六 。 ( 虽 Laner 2 ) 


最 后 介绍 一 些 类 似 的 二 次 曲面 的 作 图 法 ， 设 C 为 曲面 S 上 一 
条 井 线 ， 它 的 方程 为 -92 -= 入 。 从 C 的 每 点 忆 与 一 定点 O 分 别 引 


渐 近 曲线 4 与 ， 使 交 于 点 P,，P: 并 作 直线 PP PP:。 当 忆 在 
晶 线 C 一 迹 动 让 风 称 ERP， 与 4 ZL 所 画 成 的 直 纹 面 及 ”与 必 为 


出 可 同样 地 导出 C 在 O 的 两 个 二 次 面 9082，Qg， 称 为 渐 近 玫 
密切 一 次 曲面 ( 见 BompianiC 9 ])。 它 们 的 方程 是 ， 


QP，14 [xx 一 axs + 一 (to 十 BY) 双 ]- -Yoxaxt 
2Y。 
区 


+- 寺 (8 二 2 = 0， 


十 27Xxsx 十 了 {te， 


QP”， 4| xm 一 xxs+ (e+BY) 呈 ]- 答 2X4 


-到 有 XsX4 十 B 攻 e+ 引 ) 二 
+ 二 人- 人) 二 -年 Ja 
现在 ， 考 察 C 在 0O 点 的 密切 平面 r， 
2X[Xx%: 一 Xe] 十 [十 一 9 十 bo 入 一 YN 2 一 09 
T 与 Q4” 交 于 一 条 二 次 曲线 。 若 变动 C 而 使 它 在 O 常 切 于 方向 
入 的 定 切线 ， 则 这 二 次 曲线 的 轨迹 是 一 二 次 曲面 28 ， 


4 [sx 一 2 十 (8 十 BY7x2 ] -二 X2Xhk 


二 4YMxaxs 十 BY 十 2Y 吧 一 一 Y 轴 2 十 Y5 对 雪 一 0 。 


交换 Qgo 与 Q92， 就 可 以 写 出 另 一 类 似 的 二 次 曲面 万 的 方程、 
称 5f，Q 久 为 导 来 浙 近 二 次 曲面 〈 吴 祖 基 [2 7)。 特 别 ， 当 C 趋 、 


于 O 点 的 渐 近 曲线 x (一 0) 或 曲线 "2 一 0) 时 ， 则 Ci 
24” 都 趋 于 同一 二 次 曲面 


am 二 (8 + 一 王 py 冯 - 0 。 


这 就 是 指数 户 = 一 -去 - 的 Darboux 二 次 曲面 ， 


(5) 曲面 的 规范 直线 。 通 过 曲面 S 上 一 点 尸 而 不 在 切面 上 


的 让 办 
X% 十 hz 一 0， 十 A9z 一 0 (3.40) 
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称 为 曲面 8 在 点 尸 的 第 一 类 规范 直线 ， 记 作 (R)， 方程 (3 407 
中 的 有 为 任意 常数 ， 在 切面 上 而 不 通过 书 的 直线 

2=0，1 十 hx 十 iy 一 0 (有 ， 任 意 常数 ) (3.41) 
称 为 曲面 S 在 点 尸 的 第 二 类 规范 直线 ， 记 作 P(R)， 它 们 的 公共 
点 C(0， 一 路 ， 引 ，0 ) 称 为 规范 点 ， 于 是 构成 一 直线 束 , 有 时 
称 为 规范 线束 。 

一 切 规范 直线 站 (有 ) 在 同一 平面 上 ， 称 为 规范 平面 ， 

显然 ， 对 于 同一 个 常数 上 的 两 规范 直线 站 (R) 与 2(R) 


关于 S 在 已 的 Lie 的 二 次 曲面 
z 一 zy 十 (0o+BY)zz0 (3.42) 


是 共 斩 直 线 。 
规范 直线 中 ， 特 别 重要 地 指出 下 列 三 对 ， 
当 庆 一 0 时 ， 射影 法 组 ， 


和 当 久 = 一 二 时， Green 楼 ， 


当 居 = 一 -时 ， Witczynski 准 线 。 


此 外 ， 若 有 -一 co， 则 有 两 点 〈xY)，( 和 xu 十 9xo) 的 连 线 ， 称 
-为 规范 切 线 。 
还 要 指出 ， 由 方程 (3.38)， px28 二 Yx3 一 0，x% 一 0 所 确定 
- 的 Darboux 切线 ， 记 作 也 (7 = 0,， 1，2)， 关 于 平面 坐标 (xu， 
4，24s，24) 的 方程 是 
pos3 一 Y 妇 一 0， 思 一 (0 。 

出 方程 

Bd3 二 Y 妇 一 0， 轧 一 0 (3.43) 
所 确定 的 直线 称 为 Segre 切 线 ， 记 作 S,(r = 0, 1，2 )。 关 于 旨 
齐 次 点 坐标 的 方程 是 

Box 一 YY 一 0，z 一 0。 (3.43)” 
沿 Segre 切线 进行 的 曲面 曲线 称 为 Segre 曲线 , 

关于 规范 直线 的 几何 作 图 是 一 个 重要 的 问题 ， 过 去 不 少 几何 
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学 家 给 出 了 各 种 不 同 的 几何 意义 。 在 这 里 论述 作者 对 于 这 方面 的 
工作 〈 见 方 德 植 [ 9 ])。 

1 包 面 C。 与 锥 面 C, 的 方程 。 为 了 解释 六 范 直 线 的 意义 ， 先 
来 设计 一 个 六 阶 维 面 作为 主要 工具 ， 同 时 导出 了 一 些 新 的 规范 直 
线 的 几何 作 图 法 。 0 

在 ( 2 ) 已 指出 ，Fubini 的 第 一 形式 ?BYdudo 是 曲面 的 一 个 
绝对 不 变 式 。 使 积分 


eyepm 名 =-- 抑 ) 
的 第 一 变 分 
8 fevervwa= 0 
的 解 所 定义 的 曲 级 称 为 射影 测 地 线 ， 它 所 满足 的 方程 是 


入 / 一 和 入 一 bo ( =- 和 4， 入 一 -全 (3.44) 


以 C, 表示 通过 曲面 S 上 一 点 三 的 射影 测 地 线 ， 做 C'\ 在 已 的 两 个 
渐 近 密切 二 次 曲面 Q.，Q.， 就 是 (4) 中 所 述 的 关于 Cx 在 书 的 
Bompiani-Kioboutek 一 次 曲面 Q，Qw 的 交 线 除 在 了 的 两 条 
渐 近 切线 外 ， 还 交 于 一 条 二 次 蝎 线 ， 它 所 在 的 平面 的 方 程 古 
2( 有 十 YX) (xs 一 Xxo) 士 [(B 十 YA 一 B 十 YX 
十 (lny)uB 一 2 (2 一 6 有 B 和 十 (2 一 boDY 和 
一 (np)YX5x 一 0， 
其 中 入 是 方程 (3.44) 的 解 ， 这 平面 的 局 部 坐标 是 
pi 一 0，pzs 一 一 2 和 2 十 YA，pus 一 2X(B 十 YX3)， 
px 一 (B 十 YX 一 8 十 YX3) 十 (lnY)PB 和 一 (2 间 
一 00)pB 和 十 (29 一 9)YX 一 (lnB)oYX5 (pp 关 0)。 
通过 己 引 上 曲面 S 的 一 切 射 影 测 地 线 C， 则 所 对 应 的 这 些 平 面 的 
包 络 是 一 个 六 阶 锥 面 ， 为 了 求 出 它 的 方程 ， 只 要 由 〈3.44) 所 确 
定 的 和 代入 这 个 方程 ， 然 后 齐 次 地 消去 入 ， 就 得 到 所 求 的 结 果 ， 
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《Be 人 一 Y 人 《Be 十 8) 十 82 二 十 立 雪 一 24304302 
十 B (ny )ogus 二 (2 由 一 0.)Bx3o2 
一 (29 一 0.)Y28 杂 一 Y (lnB )os 一 0， 
纺 一 0。 
为 了 以 后 计算 简单 些 ， 把 这 个 方程 化 为 下 面 的 形式 ，. 
Ce 二 (px 一 Y 二 ) (B 十 Y 二 一 204tsuz) 十 walls{pxs(R 有 对 
一 2Y 地 7) 十 中 ws(28 人 一 Y23)》 一 0， 
人 一 0。 (3.45) 
从 这 个 方程 立刻 可 以 得 到 ， 1 
定理 4.20 遇 面 S 在 点 已 (x ) 所 对 应 的 锥 面 Ce 与 S 在 己 的 
切面 消 两 条 渐 近 切线 和 三 条 Darboux 切线 相 切 。 
因为 在 己 的 切面 的 从 标 是 (0，0，0，1)， 锥 面 Ce 和 切 
面相 切 的 地 方 从 


6C。 


一 0 


来 求 ， 即 
Vsts( 月 妇 一 Y 妇 )，2 一 0， (3.46) 
一 妨 一 0 与 妇 一 内 一 0 分 别 表 示 通 过 x 轴 与 了 轴 的 平面 ,由 一 0 
B 好 一 Y 妈 = 0 哨 示 通过 书 的 三 条 Darboux 切线 ， 
现在 利用 众 面 C。 与 以 每 一 渐 近 切线 做 轴 的 两 个 平面 束 做 一 
个 线性 系统 ， 


Ce 十 十 HL 一 
在 这 个 系统 里 只 能 找到 一 个 分 解 的 锥 天 zs 一 0， 妈 一 0 和 另 一 
个 四 阶 锥 面 Ce 
2 
一 由:(28 二 一 Yx 及 一 0， 一 0。 (3.47) 


2 ” 一 致 曲面 的 特征 ( 兄 方 德 入 8) 
所 谓 一 致 曲面 就 是 解析 地 定义 为 函数 中 与 淖 都 恒 等 于 零 , 但 BY 天 0 
的 曲面 

通过 曲面 $ 上 一 点 书 引 一 切 泛 测 地 线 ， 那 就 是 使 积分 
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[一 -+ 和 一 4 


取 极 值 的 解 所 定义 的 曲线 。 通过 书 点 的 所 有 泛 测 地 线 的 密切 平面 
的 包 络 也 是 一 个 六 阶 锥 面 ， 通 称 为 .Segrec2 锥 而 ， 它 的 方程 是 

2 (Bo 如一 Yo3)(B2 十 YY 要 一 2440322) 

十 tt [ee(B4 一 2Y 雪 3) 十 -二 (2Bu 一 Ye)} = 

2 一 0。 - 
它 和 锥 面 (3.45) 一 致 的 条 件 由 比较 系数 就 知道 是 : 中 一 0， 汪 一 0， 

定理 4.21 在 曲面 S 上 一 点 已 引 一 切 射影 测 地 线 C, 的 渐 近 
二 次 曲面 ， 这 些 曲面 相交 的 二 次 曲线 所 在 平面 的 包 络 构成 一 个 六 
阶 锥 面 ， 它 与 Segte 锥 面 一 致 是 曲面 $ 是 一 个 一 致 曲面 的 特征 。 

现在 转 到 求 一 致 曲面 的 另 一 个 特征 . 


为 此 ， 考 虑 曲面 S 的 两 个 Bompiani 初等 形式 B du 
do2 
Y-2， 使 两 个 积分 


， om (= 和 ) 


取 极 值 所 满足 的 微分 方程 分 别 为 
和 /= 3 (laB)。X 十 (laB) ss 


和 
= 一 (ny). 一 一 (lay)ot 


若 使 这 两 个 方程 确定 曲面 上 同一 曲线 系 , 则 不 难 推出 中 = 0 ， 
耻 = 0， 于 是 曲面 是 一 个 一 致 曲面 ;其 道 也 成 立 。 因 而 推出 一 至 
曲面 的 第 二 个 特征 ， 

定理 4.22 昌 面 S 的 两 个 Bompiani 初等 形式 取 极 值 的 解 所 
定义 的 两 系 超 测 地 线 一 致 是 曲面 3 为 一 致 曲面 前 特征 。 

3 ” 规范 直线 的 几何 作 图 法 。 我 们 先 应 用 Ce 来 定 义 规范 直 
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线 。 

定理 4.?3 通过 一 渐 近 切线 4 引 任意 一 个 平面 ， 做 其 关于 
锥 面 Ce 的 第 一 配 极 ， 则 这 些 配 裤 中 有 一 个 公共 切面 是 曲面 8 在 
尸 点 的 切面 <， 其 中 还 有 一 个 公共 切面 ac， 通 过 另 一 条 渐 近 切线 
4(s 关 r)， 风 两 平面 wm，o, 交 于 第 一 规范 直线 4 一 -) 这 
通称 为 第 一 Wilczynski 准 线 。 

证 通过 渐 近 切线 4，2=z = 0 任意 一 个 平面 的 平面 坐 
标 是 

久 一 0 ，t 一 0，t 王 1，44 一 P， 

其 中 P 是 参数 ， 这 些 平面 关于 锥 而 Ce 的 第 一 配 极 由 下 面 的 方程 
确定 ， 


aCn aCs。 
一 0， 纺 一 0 列 一 0， 弘一 0。 (3.48) 


使 滋 们 通过 源 近 轨 级 的 条 件 是 mm 0， 于 是 从 (3.46) 可 
知 ( 2。 ) ,一 0 总 是 满 必 的 ; 因此 , 只 要 决定 wo 芒 使 (2 


一 0 则 可 。 实 际 上 ， 


_1 /acCe oo 
-am 中 0 


4 一 = 
所 以 平面 w 的 具 标 是 ( 0，1。 0，- 呈 ) 它 的 方程 


148=0 


1 
上 一 一 这 3 
2Ya 了 


% +- 业 2=0。 
同 法 可 以 求 得 平面 c: 的 方程 是 
?+-3z = 0。 
这 两 个 平面 的 交 线 就 是 第 一 规范 直线 4 一)，。 证 音 。 
定理 4.24 上 洁 理 中 一 切 第 一 配 极 除 了 平面 Y，%v 外 还 有 三 
个 公共 切面 ， 分 草 通 过 三 条 Darboux 切 线 站 也 5 刀 ， 而 构 成 
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一 个 三 面体 ， 设 书 . 表示 切面 工 关 于 三 面体 前 极 线 ， 以 7 表示 由 
三 ， 书 :所 决定 的 平面 与 指 交 线 ， 则 姓 关于 书 ， 书 调和 共 弧 


吉 绒 是 一 条 规范 直线 1( -2 ) 


证 已 经 讲 过 通过 4, 的 平面 (0，0，1，0) 关于 狼 面 
Ce 的 第 一 配 极 的 切面 ， 由 方程 (3.48) 所 确定 ; 但 、 
9C， 


9 
由 此 可 见 ， 第 一 配 极 的 公共 切面 中 除了 r 外 还 有 三 个 分 别 通 过 三 
条 Darbouxz 切线 刀 ， 站 ， 忆 ,， 
B3 一 Y 一 0， 纺 一 0。 


现在 要 求 出 这 三 个 平面 的 第 四 个 代 标 wy 令 
如 一 1， 思 一 外 忆 (rr 一 0，1，2)， 


3 
下 


把 这 些 数值 代入 < 一 0 中 ， 再 经 过 简单 的 计算 ， 得 


一 一 2xska(Ba 一 Yo)。 


式 中 


tepg Go 


于 是 所 求 的 公共 切面 的 方程 是 ， 
% +ePy 十 全 全 站 二 -erPT+ sxPo 2 一 0 
(rr 一 0，1，2)， 
或 即 
X +( -元 归 )+eP(y + 一 - = )+e*P'Bz=0 
Cr 一 0，1,，2)。 


从 此 得 到 平面 r，2>z = 0 关于 由 这 三 个 平面 构成 的 三 面体 的 极 线 
3 
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中 
x 十 一 -e= 0， y 十 -2103 
按 同 法 得 极 线 入 的 方程 
7_>= -下 。- 
> 十 -9z 一 0， X% 十 6 2 一 0， 


办 1 以 3 之 之 -二 ?一 3 2 1 
7 
po xy5z 一 91。 


由 彤 ， 包 所 决定 的 平面 方程 可 号 为 如 下 的 形式 ， 
9x 十 中 y 十 jz 一 0， 
式 中 了 为， 由 的 函数 ， 于 是 这 平面 与 的 交 线 了 的 方程 为 
xs2y:z 一 由 :一 中 :0。 
因此 得 到 和 到 关于 请， 入 的 调和 共 罗 直 线 ， 


za82 一 一 -下 :一 91， 


这 就 是 规范 直线 1 一 证 毕 ， 


定理 4.25 通过 每 一 条 渐 近 切线 4 的 任 一 平面 关于 锥 面 Ce 
的 第 四 配 极 的 公共 切面 中 只 有 一 个 平面 8, 通过 另 一 渐 近 切线 , 则 
P,，B:, 两 个 平面 的 交 线 是 一 条 规范 直线 国 (1 )。 

证 通过 4， 的 任 一 平面 (0，0，1，p) 关于 雏 面 Ce 的 
第 四 配 极 的 方程 是 


因为 Ce 关于 几 是 一 次 的 ， 所 以 上 式 可 化 为 
etC。 atCe 
1 和 
通过 4 的 条 件 是 内 = 0 ， 现 在 只 要 决定 如 使 满足 
a4Ce -0 94Ca 一 _， 加 交 交 
0 一 0， 一 2 一 一 2224B41 二 26843411 一 0。 


所 以 ww 一 1:， 从 此 得 平面 B, 的 方程 ，x 十 e= 0 同 理 平 


* 2396 ， 


43=0 


面 B, 的 方程 是 y 十 9z= 0 ， 这 二 平面 交 于 规范 直线 1( 1 )。 
证 毕 。 

定理 4.26 通过 每 一 条 渐 近 切线 4 可 以 引 一 个 平面 5， 使 
有 关于 匀 面 C。 的 第 二 配 极 分 解 为 一 个 锥 面 C, 与 以 另 一 条 渐 近 切 
线 4(s 天 r ) 为 各 的 一 个 平面 束 ， 平 面 B? 与 另 一 锥 面 C(s 天 
r ) 沿 一 条 直线 g, 相 切 ， 则 gi， 作 所 决定 的 平面 与 go 全 所 
决定 的 平面 交 于 Fubini 主 直线 1 下) 设 由 go。 9 所 决定 
的 平面 与 切面 x 的 交 线 为 T"， 则 I 关 于 9， 外 的 调和 共 辆 直线 
是 规范 直线 1(- 世 

实际 上 ， 定 理 中 的 平面 B, 隐 分 别 重合 于 定理 4.20 中 的 平面 
B:，B,， 所 以 根据 这 个 定理 的 作 图 法 ， 也 可 定义 规范 直线 
1(1)。 

证 通过 少 的 任 一 平面 (0，0，1， pP) 关于 锥 面 Ce 的 
第 二 配 极 是 
或 孝 

3C， axC， 


9 ol 0，u= 0， 


由 计算 ， 得 
一 24Bu:z3z 十 30B224 十 zf189Ba3 十 29(B 好 一 Yu3) 
十 24 和 Bazas3y 十 2p { 一 20(B 人 一 Ya 一 68usz3y 一 0， (3.49) 
2 一 0 
现在 决定 pP， 使 它 分解 为 一 个 锥 面 C， 与 以 4:( 0，l，0 9 
纪 ) 为 轴 的 一 个 平面 束 ， 为 此 ， 只 要 以 us= 0 代入 (3.49)， 简 
化 之 ， 得 
pP 一 中 
于 是 所 对 应 的 平面 用 是 ?十 9z= 0， 这 就 是 定理 4.20 中 的 平面 
有 :， 同 理 可 知 平面 B 是 定理 4.20 中 的 平面 8 x 十 z= 一 0 。 
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以 P= 申 代入 方程 (3.49)， 得 

香 (12&224 一 2 中 zsts 一 12 耻 旨 一 15B23) 一 0， 轧 一 0 。 

锥 面 Ci 的 方程 为 

Ci=12024 一 29uats 一 12443 一 15Bu3 一 0， 人 一 0。 
而 平面 剧 (0，1，0， 汕 ) 的 坐标 代入 满足 这 方程 ， 故 及 与 Ci - 
相 切 ， 又 定理 中 所 述 的 直线 g, 的 方程 为 
aC，， 9C，，aCs 
5 
同 理 ， 直 线 g: 的 方程 是 

xy:2 一 一 站 :一 6 中 :6。 

由 4，9*: 所 决定 的 平面 的 方程 为 


站 
6 


由 4，g9! 所 诀 定 的 平面 的 方程 为 


一 一 6: 一 中 :6。 


XI 2 一 


J 十 


2 一 0。 


所 以 这 两 个 平面 的 交 线 就 是 Fabini 直线 4 人 
其 次 ， 从 g，9, 的 方程 两 边 相 加 即 得 由 go， 9 所 决定 的 平 
而 与 的 交 线 了 ? 关于 g， 9 的 调和 共 辆 真 


~ 7 1:_ 7 | 
和 yt 一 读 下 : 9: 1， 


即 规范 直线 1( 
证 毕 。 

定理 4.27 通过 Darboux 切线 万 可 以 引 一 平 面 2 使 8 关 
于 锥 面 Ce 的 第 一 配 极 分 解 为 一 个 狼 面 C 和 以 Segre 切线 3 为 轴 
的 一 个 平面 束 ， 则 切面 关于 bo，8:,，8: 构 成 三 面体 的 极 线 是 曲 
面 的 射影 法 线 。 

证 通过 Darboux 切线 万 , 前 任 一 平面 的 坐标 是 

人 032 一 0:138D5p， 


局 2988。 


式 中 


3 四 
P=-]/ 本 ，e= 1，p 是 参数 。 


关于 Ce 的 第 一 配 极 是 
aC， ,P 9C14 oC， __ 
二 0 丸 一 0。 


经 过 计算 后 便 得 
243244(B 妇 一 Y 妇 ) 一 8Y 二 2 十 6Y24 
一 如 {9ls(Ba 一 8Y2) 十 中 4s(4B 二 一 5Y23)》 
十 erPC2usu(B 雪 一 Ya) 十 6Bususas 一 6B245 (3.50) 
一 电 {9us(5B 妇 一 4Y 二 ) 十 和 xs(8Br 一 Ya3)) 
十 2pzsus(Bz 一 Y 雪 ) 一 0， 思 一 0。 


兹 将 决定 P ， 使 它 分 解 为 一 个 锥 面 C. 和 以 Segre 切线 3, 为 轴 的 
一 个 平面 束 。s， 的 方程 是 

x 一 Py= 一 0，2= 一 0。 
这 平面 束 的 储 标 是 (0，1， 一 seP， 入 )， 其 中 为 参数 ， 于 是 
以 如一 1， 一 一 几 代入 方程 (3.50)， 则 对 一 切入 必须 满足 ， 
再 经 计算 后 ， 不 难 决定 P， 结 果 是 


Y 
p 一 一 3 - 瑟 


27 
E 。 


由 此 可 见 ， 三 面体 y 的 仅 标 为 ( 0 ， 1 esP 一 3 et 
它们 的 方程 是 


% 十 8rPy 一 3 站 ez 一 0 (rr 一 0，1，2)。 
曲面 S 的 切面 r， 2 一 0 关于 三 面体 {3。 3 5>} 的 极 线 是 x 一 0， 
2 =0， 这 就 是 曲面 S 的 射影 法 线 ， 证 毕 。 
现在 以 p = 一 3 -二 -ex 代入 方程 (3.50)， 则 除 因 子 Per 
十 e 外 得 到 锥 面 C, 的 方程 ， 
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244( 有 人 一 Y3) 十 62lstkBe PCus 一 s Pos) 
一 中 pg:[C(s 一 487Pa) (一 srPohoas 十 s2P203) 
十 9 Pass(z 一 8 Po 
一 由 2[(44s 一 E Pa (全 一 Pits 十 E PP ) 
定 98" Pass 人 (zs 一 8 Pu )] 


2 
+6[ 记 


十 -ess 人 (一 erPuan 十 sxP23)] = 0。 

-其 次 要 决定 C, 的 切面 ， 使 其 通过 Segre 切线 S,。 为 此 ， 只 

要 以 屿 = 1， 凡 一 一 8P 代入 这 方程 来 决定 妇 则 可 ， 结 果 是 
汪 全 这 信 
所 以 通过 S, 引 锥 面 C, 的 切面 的 方程 可 写成 
(z+ 习 -4 =)-=P(y+- 人 9z)=0 《7r=0， 1，2)， 
这 三 个 平面 会 于 定 直线 . 
x + 下-z= 0，y》 + 一 9z 一 0。 


这 也 是 一 条 新 的 规范 直线 1( 一 。- )， 故 得 


1 十 8 PB2s (三 十 PP203) (us 一 Ps) 


4 一 


乡 


定理 4.28 通过 Segre 切线 S, 引 定理 4.27 中 锥 面 C; 的 三 个 “ 


切面 交 于 一 条 规范 直线 1 一。 

这 条 规范 直线 还 有 另 一 作 图 法 ， 就 是 

定理 4.29 设 第 二 Green 楼 (二 条 第 二 Wileczynski 
淮 线 1 一 ) 与 二 靳 近 切 线 分 别 交 于 点 妃 ， 已, 和 Di,，D。 直 线 
站 ,已 ,与 刀 囊 ,的 交点 记 作 环 ， 引 玉 与 规范 点 (0， 一 省， 中 , 0) 
的 连 线 就 是 第 二 规范 直线 !( 一 :一 


8 
证 第 二 Green 窗 的 方程 是 


中 
-TI=-0，z 一 0 
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第 二 Wilczynski 准 线 的 方程 是 
中 由 _ 一 
- 卫 -二 2 二 IT 2 一 0， 
故 与 4 的 交点 


直线 五 力 , 与 巨 丰 ,的 方程 分 别 是 
q9x 十 2y 十 4 一 0， 与 29x 十 中 y 十 4 一 0。 


这 两 条 直线 的 交点 下 的 公 标 为 ( -- 霉 ， 一 - 夯 )， 点 下 与 规范 点 


C(0， 灿 ， 中 ，0) 的 连 线 CF 的 方程 是 
8x, 十 39x> 十 3xs 一 0， 


或 即 -人 gx 二 一- 灼 二 1=0， 


这 就 是 第 二 规范 直线 hf( 

上 上 面 记得 到 的 结果 都 是 从 引用 Ce 导出 来 的 ， 下 面 将 引用 锥 
面 C, 得 出 下 列 诸 定 理 。 

定理 4.30 通过 每 条 渐 近 切线 4. 可 引 一 个 平面 xy 使 它 自己 
属于 它 关 于 锥 面 C, 的 第 一 配 极 ， 则 二 平面 o，% 交 于 第 一 
Wilczynski 准 线 。 

事实 上 ， 平 面 o 与 oz 分 别 重合 于 定理 4.23 中 平面 :与 qi。 

证 通过 4 的 平面 (0，0，1，pP ) 关于 锥 面 C4 的 第 一 配 
极 是 

aC 。 ec eaC， 


0 十 1 二 一 0，1 一 0， 
全 这 个 平面 几 了 六 配 设 的 条 全 是 
9C， 2 pb 2C。 
[o. 2 二， p 22， 一 ou 一 10. 


引用 关于 齐 次 天 雪 的 Euler 定理 ， 这 个 美和 等 人 于 
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Ci(0，1，Pp)= 一 0。 
以 由 一 0， 册 = 1，&=p 代入 方程 (3.47)， 就 可 决定 p 一 忆 ， 
于 是 平面 o 的 方程 是 
少 十 


oa 
IN 
| 
定 


同 理 ，% 的 方程 是 


证 毕 。 
定理 4.31 通过 渐 近 切线 4, 可 引 一 平面 ,使 它 关于 (C, 的 
第 一 配 极 分 解 为 两 个 平面 束 ， 而 其 中 一 个 束 的 轴 是 另 一 条 渐 近 切 
线 4(s 天 7) ， 则 平面 B，8B，, 交 于 一 条 规范 直线 站 (1 )。 
证 ”从 方程 (3.47) 可 以 求 出 通过 4 的 平面 (0，0，1， 
pP ) 关于 锥 面 C, 的 第 一 配 极 ; 
6Bu2a 一 中 (4Bd3 一 2Yo3) 一 6Byus23 十 
十 2p(B 妇 一 Y4) 一 0，2 一 10。 (3.51) 
以 通过 4. 的 平面 的 坐标 (0,， 1，0,， 入 ) 代入 上 式 ， 得 P = 中 ， 
所 以 平面 8, 的 方程 是 
十 9 中 z 一 0， 
同 理 ， 平 面 8. 的 方程 是 
xX 十 由 z 一 0 。 
”事实 上 ， 以 p = 中 代入 方程 〈3.51) 就 得 到 平面 了 ,的 第 一 
配 极 分 解 为 两 个 平面 束 的 方程 ， 
坦 (6 由 一 292: 一 6y) 一 0。 
其 中 绍 = 0 表示 以 浙 近 切线 4， 为 轴 的 一 个 平面 束 ， 劝 一 个 平面 
束 记 作 玉 ,， 它 的 方程 是 
34 一 9 一 3 一 0。 (3.52) 
同 理 得 出 平面 束 已 的 方程 ， 
3 人 一 39xs 一 由 一 0 。 (3 .53) 
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从 此 导出 

定理 4.82 设 以 o 玫 示 平面 束 严 , 的 轴 ， 则 以 o ，4 所 次 
定 的 平面 与 以 a， 儿 所 决定 的 平面 必 交 于 第 一 Cech 轴 
4 
证 以 由 = 0 代入 方程 (3.22) 就 得 到 o，-4, 所 决定 的 平 
面 的 方程 


?二 -392 一 0 。 
同 理 ， 以 =0 代入 方程 (3.23) 就 得 到 ac， 二 所 决 定 的 而 
和 + 瑟 -e=0 


证 毕 。 
定理 4.33 定理 4.31 中 平面 B, 关于 C4 的 第 二 配 极 必 分 解 为 
二 平面 束 ， 其 中 一 个 束 的 轴 就 是 渐 近 切线 4s 天 r)， 另 一 条 
轴 和 4 所 决定 的 平面 记 作 mw， 则 二 平面 ，m: 的 交 线 是 曲面 的 
射影 法 线 。 
证 平面 B(0，0，1， 中 ) 关于 锥 面 C, 的 第 二 配 极为 


6 昌 习 
( 志 +9 志 )c=。， 加 一 0 。 


由 方程 (3.47)， 得 . 
ls( 全 一 中) 一 0，tu 一 0。 . 
这 表示 两 个 平面 束 ， 其 中 一 个 以 渐 近 切 组 4 为 轴 ， 另 一 个 平面 
东 的 方程 可 化 为 
is(x 十 中 2 十 my 一 0， 
在 这 个 束 中 决定 一 平面 ， 使 其 通过 渐 近 切线 4 ?7 = 一 0，2 一 0 
于 是 由 = 05 因 之 所 求 的 平面 9 的 方程 是 = 一 0 同 理 ， 平 面 ? 
的 方程 是 Y 一 0， 所 以 一 于 而 中 与 ?: 交 于 喝 面 的 射影 法 线 。 
证 毕 。 

定理 4.34 ”通过 渐 近 切线 少 引 所 有 的 平面 ， 且 对 于 每 个 平面 

做 关于 C, 的 第 一 配 极 ， 则 此 等 配 极 有 三 个 公共 切面 分 别 通过 
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Darboux 切 线 忆 ， 忆 ， 站 这 三 个 平面 会 于 同一 直线 Cr9 以 2 人" 表 
示 几 ciy c: 决 定 的 平面 与 切面 zx 的 交 线 ， 则 直线 7 ”关于 直线 cy as 
的 调和 共 贺 直 级 是 一 条 规范 直线 4( -2 
配 极 是 

1 aC， 9C， 
下 p 9 
所 以 它们 的 公共 切面 的 坐标 必须 同时 满足 方程 
= 0 。 
从 C4 的 方程 (3.47)， 再 经 过 简单 的 计算 ，j 这 二 方程 可 化 为 

Bo 一 Y 雪 王 0， 
3 一 9 一 3y0 一 0。 

令 z 一 1 ,如 一 2 PP， 则 人 一 由 二 -本 erP， 于 是 公共 切面 的 方程 可 
写 为 


一 0， 


-e+ep(2+- 下 =)-t 0 (rr 一 0，1，2)。 

由 此 可 见 ， 这 三 个 平面 会 于 同一 直线 ar 

% 十 9 中 z 一 0， ?+-3 一 0。 
按 同 法 可 求 得 直线 的 方程 。 

3 十 9z 一 0， x 十 -下 一 0。 

直线 ci 与 c: 的 方程 可 化 为 如 下 的 形式 ， 

xy5z 一 一 由 :一 -1 
与 

x :yiz 一 一 -于 :9:1。 
把 这 两 式 相 加 以 2 除 之 ， 即 得 直线 了", 关于 直线 cu ca: 的 调和 共 斩 
直线 ， 


304。 


xy52 一 一 -3 :一 1， 


这 就 是 规范 直线 4 (一 2 证 时 
(6) Darboux 曲 线 与 Segre 曲 线 我 们 已 经 讲 过 ，Darboux 
.切线 与 Segre 切 线 关于 点 的 非 齐 次 坐标 〈x，y，z ) 的 方程 分 别 
写 为 


BxsTYys=0，2 一 0 59 
与 
Bxs 一 Yy=0，2z 一 0。 (3.55) 
若 一 曲面 曲线 上 各 点 的 切线 都 是 Darboux 切 线 ， 则 称 它 为 
Darboux 有 曲线 。 


另 一 方面 ， 已 知 Darboux 二 次 册 面 东 (3.37)” 的 直面 与 曲 
面 S 的 交 线 在 0 点 的 三 条 切线 与 Darboux 切 线 重 合 。 
由 〈3.54) 可 知 ，Datrboux 曲 线 的 微分 方程 是 
Badus 十 Yadas= 0 。 《8.56) 


由 (3.54) 和 (3.55) 可 以 看 出 Segre 切 线 与 Darboux 切 线 是 瑟 
为 共 斩 的 。 若 一 四 而 商 级 上 备 民 亲切 级 都 且 Segre 切 线 则 称 它 
为 Segre 曲 线 。 它 的 微分 方程 是 
Bdw 一 ydos= 0 。 (3.57) 
现在 要 证 阴 
定理 4.35 通过 明 耐 S 上 一 点 0 的 三 条 Segre 肌 线 的 三 密 


切面 会 于 第 一 Coche 办 信 一 )， 


证 令 
~ 8 6 ”， 
的 
出 对 任意 一 条 Segre 曲 线 ， 有 
dz 


-9 (Ce 1，e 天 1)， 
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纪 汪 一 计 E2 和 入 om 
因而 ， 在 0 点 的 密切 平面 是 决定 于 下 列 三 眠 ， 
%X Xu 十 EXXo9 
Xu 十 28 和 Xuo 十 EX2xXoo 十 Xo(s 和 十 EAX)。 
利用 基本 方程 (3.5)， 最 后 一 点 可 改写 为 如 下 的 形式 ， 
(十 552Y)Xs 十 {B 十 :十 82(AXs 十 和 200)}xo 十 28Xxuo 十 ( 半 ) X， 


所 以 密切 平面 的 方程 是 
了 
1 8 入 0 一 0， 


6. 二 e22Y 日 十 eX 二 es2(AA。 十 X20) 2 6 和 


> 一- 二 人 -bz -sfz+ 二 人 ( 和 +b)z]}- 0 。 
由 此 可 见 ， 对 任意 的 s (s:= 1 )， 这 些 平面 通过 同一 直线 ， 
=+-( 名 +9jz = 0， 


或 即 


入 
1 7 四 
> 二 ( 盆 .jz 一 0。 


所 以 上 述 三 个 密切 平面 交 于 这 条 直线 。 
若 取 为 Fubini 法 坐标 ， 则 6 =ln(BY)， 这 时 上 面 的 方程 组 
变 为 


x+ 人 ap z=0， 


(3.58) 
?二 -ln(BY5 > 一 0， 
或 由 《3.8) 可 知 , 这 就 是 规范 直线 4( 
x 十 -和 一 0 2 十 qz 一 0， (3.59) 


关于 三 条 Darboux 曲 线 就 没有 象 定理 4.35 的 类 似 的 定 理 ， 
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但 是 可 以 证 明 

定理 4.36 适 过 曲面 S$ 上 一 点 O 的 任意 两 条 Darboux 有 曲线 与 
共 轮 于 第 三 条 Darbouz 曲 线 的 Segre 曲 线 ， 在 0 的 三 个 密切 平面 
会 于 同一 直线 。 ( 见 Bompianmi[10]。) 

证 明 留 给 读者 作为 习题 。 

(7) Moutardc 的 二 次 曲面 ， 设 S 是 一 非 直 纹 面 ， 是 S 
在 已 点 具 方向 入 的 切线 〈 非 渐 近 切线 )， 册 通过 上 的 任意 平面 与 S 
的 平 截 线 在 尸 的 密切 二 次 曲线 的 轨迹 是 一 个 二 次 曲面 。 通 称 为 曲 
面 S 在 一 点 己 的 切线 上 或 方向 入 的 Moutard 的 一 次 曲面 。 

定理 4.37 ”微分 方程 (3.5) 的 一 个 积分 昌 面 S 在 一 点 书 的 
一 个 方向 入 的 Moutard 的 二 次 曲面 的 局 部 方程 是 

X3%s 十 Xi 一 XI 十 Raxs 十 Rsxs 十 RiXN 一 0， (3.60) 


一 起 Ce 一 28) 


1 
as 一 一 二 (2YX 一 月 )， 
卫 (2YX? 一 及 ) C3.61) 


及 = -Ge 入 (Be 一 4B 一 69.X2 一 4Y 呈 和 


十 Y 业 入 一 4(CB 十 YN)2。 

为 了 计算 Moutard 二 次 曲面 的 方程 ， 我 们 应 用 曲面 的 方程 
(3.7)。 曲 面 S 在 点 已 (0，0，0 ) 沿 方向 入 的 切线 关于 非 齐 次 局 
部 储 标 的 方程 是 

2 一 和 XxX 一 0，2 一 0 (入 兴 0 的 有 限 常数 ) 。 (3.62) . 

通过 这 条 切线 的 任意 平面 〈 切 平面 除外 ) 的 方程 是 
3 一 入 x 一 hz (3.63) 
式 中 是 一 个 参数 。 不 妨 设 ”和 关 0 ， 这 不 影响 最 后 结果 的 一 毅 
- 性 。 把 曲面 S 与 平面 (3.63) 的 平 截 绎 C 从 点 〈0，0，0， 11 庙 
影 到 切面 上 ，C 的 射影 曲线 C7 的 方程 是 z = 0 与 


到 2 一 人 切 一 xy 一 -二 (Ba 十 Yy5) 十 一 全 (B9x 一 464x y 
一 60x202 一 个 xy8 二 YYy 人 十。 《3.:64) 
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从 这 个 方程 把 y 以 x 的 宪 级 数 展 开 ， 结 果 是 
也 一 XXX 十 且 x2 十 CX3 十 已 X4 十 9 
式 中 
也 一 


一 __ 1 861 ws 
C=a (只 了 B 了 YN) 


1 《3.65) 


DG 二 -和 mr 刘 6 


一 489N) 一 88 一 人 ra+Y 检 9. 
曲线 C“ 在 已 (0，0，0) 的 密切 二 次 曲 组 的 方程 是 z = 0 与 


> 一 zx 一 Bi 一 -人 (7 一 ) 罗 二 全 (? 一 )905= 0 


(3.66) 
这 个 方程 和 方程 (3.63) 表示 曲线 C 在 已 点 的 密切 二 次 曲线 。 为 
了 寻找 当 # 变动 时 ， 这 条 二 次 曲线 的 轨迹 的 方程 ， 只 要 以 (3.65) 
所 给 出 的 了 ，C ,万 代 入 (3.66)， 然 后 从 此 与 (3.63) 消去 ?就 
可 以 得 到 关于 非 齐 次 从 标 的 一 个 方程 ， 再 改写 为 齐 次 黛 标 就 变 成 
方程 〈3.60)。 
苏 步 宵 与 市 田 朝 次 郭 避 ?获得 如 下 的 结果 ， 

车 一 二 次 曲面 与 曲面 8 在 已 点 构成 二 阶 接触 ， 并 车 二 次 曲面 
与 3 的 交 线 在 书 点 的 切线 有 两 条 沿 方向 和 重合 ， 第 三 条 切线 沿 方 
向 由 ， 则 二 次 曲面 的 方程 是 方程 (3.60)， 其 中 心 ,As 由 (3.61) 的 
前 两 个 方程 给 定 ， 但 久 是 任意 的 。 此 外 ， 和 ,上 满足 关系 式 

YX 十 B=0， (3.67) 

并 且 二 次 曲面 属于 一 个 所 谓 Moutard 二 次 曲面 束 ， 它 是 由 属于 在 

卫 点 沿 方 向 入 的 一 个 Moutard 二 次 曲面 与 曲面 S 在 已 的 切面 〈 算 

作 两 个 重 在 一 起 ) 所 决定 的 。 对 于 每 个 方向 和 有 一 个 方向 上 ， 但 

是 对 于 每 个 方向 由 有 两 个 共 罗 方 向 入 。 若 一 个 方向 上 是 一 个 方向 

和 的 共 斩 (一 一 入 )， 则 入 是 一 个 Segre 方 向 ， 车 一 个 方向 上 是 
一 个 方 贞 入 (一 入 )， 则 入 是 一 个 Darbouz 方 向 。 
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利用 Moutard 束 还 可 定义 下 面 的 一 个 对 应 ， 

(8 ) Moutard 对 应 。 在 己 的 切面 上 和 任 取 一 点 尽 ( 天 忆 ), 作 属 
于 切线 PR 的 Moutard 柬 与 中 关于 这 个 束 的 任意 极 面 Y， 则 称 点 
及 与 平面 x 之 间 的 对 应 为 Moutard 对 应 ， 设 《mo ms ms) 是 点 
(yb ya ys) 的 对 应 平面 ， 则 Motutard 对 应 是 ， 


1 
pm 一 yy23， 十 (Bo 二 Yy3)， 
(3.68) 


pm 一 ysy (pP 尖 0) 
pm 一 y:7a， 
或 、 

1 、、 

ri 一 Tims 一 -PT 十 Yi) 
/ 

”yz 一 Tams (7 天 0) (3.68) 
rs 一 Ta 。 


张 素 诚 上 研究 过 与 Moutard 束 有 关 的 一 些 情 况 (详细 论述 
见 苏 步 音 CIJ，80 一 83 页 )， 

考察 曲线 S 在 一 点 的 Darboux 二 次 曲面 与 属于 上 的 Moutard 
二 次 曲面 。 这 两 个 二 次 曲面 交 于 两 条 渐 近 切线 与 另 一 条 二 次 曲 
线 。 这 二 次 曲线 所 在 的 平面 r 的 包 络 而 成 的 难 面 ， 与 Darboux 二 
次 则 面 的 指数 上 有关， 记 作 天 (1 (大兴 一 下) 对 不 同仁， 
z = 一 0 关于 K(i) 有 共同 的 第 三 配 极 。 

此 外 ， 还 有 ， 在 曲面 上 一 点 属于 所 有 不 同 切线 上 的 Moutard 
二 次 曲面 包 络 成 一 个 曲面 。 若 .+ 不 是 Darbotxz 切 线 ， 则 属于 + 的 
Moutard 二 次 曲面 与 包 络 面 滑 一 条 二 次 赐 线 相 切 ， 并 且 这 二 次 曲 
线 所 在 的 平面 ， 就 是 通过 有 曲面 上 所 考虑 点 且 有 方向 夺 的 泛 测 地 线 
的 密切 平面 。 

外 正 国 驴 也 研究 过 Moutard 二 次 曲面 ， 获 得 了 一 些 有 趣 的 结 
果 ， 效 述 之 如 下 ， 

1 一 个 Moutard 二 次 曲面 Q\ 上 的 剩余 密切 二 次 曲线 问题 。 


当 Q, 上 的 一 条 密切 二 次 曲线 通过 已， 并 又 是 Q, 与 在 忆 的 另 一 个 ， 


。309。 


Moutard 二 次 曲面 Qi 的 交 线 时 ， 称 为 @ 的 番 余 密切 二 次 曲线 。 
定理 4.88 设 加 是 一 条 非 渐 近 、 非 Darboux 切 线 ， 则 在 属于 
办 的 Moutard 二 次 划 面 上 有 一 条 并 且 只 有 一 条 琳 余 密 切 二 次 曲 
线 。 当 且 只 当 思 是 一 条 Segre 切 线 时 ， 对 应 的 切线 友和 扩 是 共 斩 的 ， 
这 里 所 是 Qi 所 属 的 切线 。 属 于 共 罗 切 组 捐 和 上 的 两 个 Moutard 二 
次 则 面 Q 与 Q., 具 有 同一 条 在 O 的 切线 所 的 剩余 密切 二 次 曲线 ， 属 
于 每 条 Darboux 切 线 的 Moutard 二 次 曲面 是 没有 任何 剩余 二 次 曲 
线 的 。 
属于 每 条 Segre 切 线 的 Moutard 二 次 曲面 上 各 有 鲁 余 密 切 二 
次 曲线 ， 它 们 所 在 的 三 个 平面 构成 一 个 三 面体 ， 并 且 切 面 关于 这 
个 三 面体 的 极 线 是 第 一 准 线 (一 ) 
2 Meoutard 束 的 特征 问题 。 
定理 4.39 属于 一 条 非 Darboux 切 线 的 Moutard 束 中 一 个 非 
Moutard 二 次 曲面 上 ， 有 一 条 而 且 只 有 一 条 赐 面 的 密切 二 次 曲 
线 。 反 之 ， 过 有 曲面 上 一 点 的 两 条 渐 近 曲线 与 曲面 的 唯一 一 条 密切 
二 次 曲线 的 任 一 二 次 曲面 必 属 于 在 同一 点 的 Moutard 束 。 对 每 条 
Darbouzx 切 线 所 对 应 的 Moutard 束 中 任何 非 Moutard 二 次 曲面， 
不 含有 曲面 的 任何 密切 二 次 曲线 。 
3 新 协 变 二 次 曲面 的 存在 问题 
定理 4.40 设 S 不 是 一 致 曲面 ， 在 S 上 一 点 已 必 有 这 样 的 三 
条 密切 二 次 曲线 Cu Cs Cs， 使 过 其 每 条 可 作 三 个 Moutard 二 次 曲 
面 。 这 些 二 次 曲线 C,， C> C: 在 同一 二 次 曲面 Q 上 ， 并 且 Q 通 过 己 
的 两 条 渐 近 切线 ， 并 与 S 在 厂 构成 二 阶 接触 。 
这 个 新 协 变 二 次 曲面 Q@ 还 具有 其 他 一 些 性 质 , 这 里 从 略 。 (上 
列 诸 定 理 的 证 明 见 苏 步 青 [I), 83 一 88 页 ,) 
(8 )Cech 变 换 。 对 于 曲面 S 上 一 点 己 的 切面 上 一 点 (yu yu 
ys) 取 通 过 己 的 一 平面 (nb ma my) 与 它 对 应 ， 使 得 
pm 一 yi13y23ys 十 屎 (有 十 Y378)， 
Pi 一 33s9 (CR ， 常数 ) 《3.69) 
Pms 一 yzy3， 一 
。310 。 . 


这 个 对 应 称 为 echco 变 的， 记 作 Si。 
当 上 及 一 0 时 ， 对 应 变 为 
mm23ms 一 JJ 223Jsy 
就 是 Lie 配 极 。 


当 大 一 -3 -时 ， 就 是 Moutard 对 应 (3 .68)。 


当 有 一 一 工时 ， 称 为 Segre 对 应 。 

关于 3 的 详细 讨论 见 苏 步 青 [ 荆 )，99-104 页 ， 

(0) Kabora 刍 而 与 有 半 的 -学 攀 图。 在 非 直 绞 旧 面 3 上 -- 
点 己任 引 一 条 非 渐 近 切 线 h， C 表示 过 所 的 平面 与 此 面 的 截 线 。 
Kubota 首 先 证 明了 C 在 尸 的 射影 法 线 的 轨迹 是 三 次 代数 锥 面 
(Kubata und B.Suce2)， 称 之 为 属于 丸 的 Kubota 锥 面 ， 苏 步 青 扩 2 
还 用 另 法 导出 这 个 锥 面 的 方程 ， 并 对 这 锥 面 与 Segre 锥 面 之 间 的 
关系 作出 了 重要 补充 。 兹 将 他 所 获得 的 几 个 结果 介绍 如 下 : 

] 当 且 只 当 必 是 一 Darboux 切 线 时 ， 属于 加 的 Kubota 锥 面 
与 苘 面相 切 ， 

2 ”属于 切线 改 的 Kubota 匆 面 沿 刀 一 般 有 两 个 不 同 的 切 面 ， 
当 绕 忆 变 动 时 ， 有 曲面 的 切面 关于 这 两 切面 的 调和 共 生 平 面包 
络 Segre 锥 面 ， 并 且 这 两 切面 自身 都 包 络 同一 个 九 阶 代 数 锥 面 。 

3 通过 曲面 3 在 尸 点 的 切线 思 存 在 这 样 两 平面 ， 使 曲面 由 
各 平面 截取 的 平 截 线 与 密切 二 次 曲线 超 阶 密切 。 并 且 这 两 平面 就 
是 属于 所 的 Kubota 锥 面 沿 思 的 两 个 切面 ( 见 上 .P.Lane[3 ])。 

《11) Demoulin 四 面体 ， 当 曲面 S 上 一 点 PCx) 在 S 上 变 
动 时 ， 则 有 ce: 个 Lie 的 二 次 曲面 。 现 在 来 研究 这 些 曲 面 的 包 络 。 
为 此 ， 我 们 有 必要 先 来 导出 局 部 伙 标 的 微分 公式 。 

我 们 考虑 方程 (3.5) 的 一 个 积分 曲面 S， 在 S 上 一 点 x， 和 
一 点 邯 ， 它 的 台 标 参考 于 一 个 固定 一 般 坐 标 系 取 形 式 

下 一 XiX 十 XaXu 汪 sxXo 汪 XiXuns (3.70) 

我 们 假定 ， 当 点 % 在 曲面 S$ 上 变动 时 ， 点 匡 关 于 一 般 坐 标 系 是 固 
定 的 ， 并 设 坐 标 王 的 比例 因子 已 经 选 定 使 得 这 些 坐 标 关于 变数 2 ， 
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2 是 常数 。 因 而 汪 .= 0 和 刀 = 0 。 计 算 导数 司 有 并 把 它们 
以 x，xw %o xu 的 线性 组 合 来 表达 ， 然 后 让 这 些 等 于 零 ， 而 且 利 
用 点 ,xu xo xu 的 线性 无 关 性 ， 便 得 
定理 4.41 若 由 表达 式 〈3.70) 给 定 的 一 点 莹 ， 当 4 2 变 

动 时 ， 是 固定 的 ， 并 若 对 坐标 元 选 定 这 样 的 比例 因子 使 得 谷 标 所 
是 常数 ， 则 点 开 的 局 部 坐标 必须 满足 下 列 条 件 ， 

Xi 一 一 xx 一 (如 十 Be)xe 

Xau 一 一 一 0.xs 一 (BY 十 6.o)Xi 


Xsu 一 一 Bx: 一 rxw 

Xu 一 一 %s 一 0.X43 - 

Xi 一 一 9X%s 一 (9 十 YDDXe G.7 

光 2o 一 一 YXs 一 XX4 

YYsz 一 一 % 一 boxs 一 (BY 十 0.oD)xoy 

4 一 一 22 一 xi。 

式 中 

fr 一 力 十 Pt， 中 二 (lnpB2Y)。 - 
(3.72) 

X 一 9 十 Y 中 ， 中 = (lnpBy2)。。 


条 件 〈3.71)， 当 ，，" 变动 时 ， 不 但 使 点 允 是 固定 和 常数 坐标 的 
必要 条 件 ， 而 且 也 是 充分 条 件 。 

现在 回 到 co? 个 Lie 二 次 曲 击 的 包 络 问题 。 空 间 中 co 个 二 个 
曲面 的 包 络 一 般 有 八 个 ， 因 为 三 个 二 次 曲面 有 八 个 交 点 。 自 然 ， 


曲面 S 是 包 络 的 一 部 分 ， 即 有 四 个 重合 于 S， 以 及 Lie 的 二 次 曲 


面 与 它 的 包 络 一 般 还 切 于 除 己 外 的 另 四 点 。 这 四 点 所 成 的 四 面体 

称 为 曲面 S 在 已 点 的 Demoulin 四 面体 。 当 尸 在 曲面 S 上 变动 时 ， 

则 称 这 四 点 的 轨迹 为 曲面 9 的 Demoulin 变 换 ， 简称 为 刀 变 欣 。 
上 面 已 经 求 出 Lie 的 二 次 曲面 的 方程 是 (3. 37) 中 四 一 0， 

2 (BY 十 0.o)22 一 0。 (3.73) 


把 这 个 方程 分 别 关 于 4 和 求 偏 导 数 , 然后 应 用 微分 公式 (3.71) 
并 若 把 所 得 到 的 两 个 方程 利用 方程 (3.73) 和 可 积 条 件 来 简 化 ， 
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X2X3 一 XIX4 一 


就 有 


娄 十 由 xxX4 一 了 X 一 0， 
| (3.7 妃 
2 十 中 xs 一 了 4 一 0， 
式 中 已 置 
7 一 一 (2 情 十 肌 一 9 二 98 一 9 
《3.757) 


7 = 到 (2 ga 十 Y9 一 册 十 由 8, 一 由 )。 


《3.74) 的 两 个 方程 分 别 表示 一 对 平面 ， 把 它们 写成 因子 形 式 ， 
(x: 一 语 xX)(Cx: 一 px 一 0) 
| (xs 一 局 X4) (xs 一 局 0 0 。 


(3.76) 


式 中 态 和 放 是 把 方程 (3.74) 看 作 -二 - - 妾 -的 一个 一 次 方程 的 而 个 


根 对 局 和 包 也 有 类 亿 的 意义 ， Gy 和 和 (3.76) 看 作 思 52 
xs32%4 的 联 立方 程 ， 就 可 导出 Lie 的 二 次 曲面 与 它 的 包 络 的 切 点 的 
坐标 ， 于 是 便 有 

定理 4.42 ” 当 一 点 己 在 方程 〈3.5) 的 一 个 积分 曲面 S- 上 变 
动 时 ， 则 S 在 己 的 Lie 二 次 曲面 与 它 的 包 络 ， 除 己 点 外 ， 还 切 于 
四 点 忆 (一 般 是 不 同 点 )， 它 们 的 肖 标 是 


包 放 一 -于 (BY 十 9，joio 1 ( 计 了 一 1 2)。(3.77) 


这 四 点 Pi; 是 曲面 $ 在 书 点 的 Demoulin 四 面体 的 顶点 。 

下 面 再 介绍 儿 个 补充 命 古 《证 明 从 略 ) 
四 1 在 曲面 S 上 一 点 书 所 对 应 的 四 条 直线 忆 Pio PP 
PP,，P,P,, 是 Lie 二 次 曲面 的 母线 ， 在 这 个 二 次 曲面 上 构 成 
一 个 空间 四 边 形 ， 有 时 也 称 为 Demoulin 四 边 形 ， 两 直线 忆 7 
和 已.:P,, 与 渐 近 o -切线 (= 0,% 一 0) 分 别 交 于 两 点 

(0,1,0) (一 1，2)。 (3.78) 

两 直线 P,,P,, 和 Pi:P:: 与 渐 近 4 -切线 (xs= 0,xi= 一 0) 分 别 交 
于 两 战 
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(Rs 0，1，0) (一 1,2)。 (3.79) 
2 ” 两 点 (Rei, 1, 0，0 ) 是 渐 近 直 纹 面 尺 .在 母线 4 -切线 上 
的 弯 结 点 ! 直线 忆 P 和 Pi:P:: 分 别 是 直 纹 面 尺 , 在 这 两 点 的 渐 近 
切线 ( 弯 结 点 切线 )。 类 似 地 两 点 (P，0，1，0 ) 是 渐 近 直 纹 面 R 
在 母线 " -切线 上 的 弯 结 点 ; 直线 二 7 和 PsPs 分 别 是 尺 在 这 
两 点 的 弯 结 点 切线 ， 
3 ” 两 直线 PP: 和 PP 是 关于 Lie 二 次 曲面 的 一 对 共 斩 直 
线 。 当 〈 忆 一 包 ) (外 一 久 ) 天 0 时， 两 平面 PP P:: 和 已 PP 的 方 
程 是 
| (外 一 Rz)xs 一 (Ai 一 Pa)xs 十 (PR 一 PR )xs 一 0， 


(Ra 一 Ri)Xa 一 (及 一 请)xs 十 (PR 一 PP)x4 一 


(3.80) 


这 两 个 平面 的 交 线 是 第 一 Wilezynski 淮 线 1 人 (3 )，。《( 见 Bom- 


pini[10]，55 页 。) 
4 直线 己 :P PP PP PP 在 下 面 的 二 -次 曲 桓 柬 
的 每 个 二 次 曲面 上 ， 


汉 一 293 一 7+( 17 一 


1 52 ea+ 中 XiXs 十 中 Xi1Xs 


十 Ce 十 中 肌 XXXs +( 中 x 一 介 )axs 
(0 


式 中 x=BY 十 6 了 是 一 个 任意 会 数 。 
5 在 曲面 上 一 点 % 的 切面 x,= 0 与 二 次 曲面 束 (3.81) 的 
一 个 蝎 面 交 于 一 条 二 次 曲线 ， 它 的 方程 是 ,= 0 和 
好 一 了 33 一 J 2 十 中 Xi%z 十 中 Xixs 十 ( 瑟 十 BY 十 0 十 中) xxs 一 0。 
(3.82) 


一 7 jms 十 B(xom 一 ax 一 -二 二 )- 0， 
《3 .81) 


车 取 


。314。 


式 中 
FF，，GG， 
了 ”部 Y， 


入 一 (3 .84) 


并 且 
一 Y2(C47 十 中， G2 一 B2(047 十 由 7， (3.84)7 
册 吕 7 才 未 过 次 曲线 , 称 为 曲面 在 点 % 的 相伴 二 次 曲线 。 天 ， 
在 上 〈3.78) 切 于 这 些 点 的 轨迹 〈 当 " 变动 时 )， 并 在 点 〈3. 79) 
切 于 这 些 点 的 轨迹 〈 当 “ 变动 时 )。 
通过 Demoulin 四 边 形 和 相伴 二 次 昌 线 天 ,可 决定 唯一 的 二 次 
曲面 Q,， 称 为 相伴 二 次 曲面， 它 的 方程 就 是 (3.81)， 其 中 巨 由 


(3.83) 给 定 。 
6 点 x 关 于 K: 的 极 线 是 第 二 淮 线 1 一 二 从 点 zx 向 K: 的 
切线 方 向 决定 于 方程 


(4 了 十 中 ?ai2 十 20dudp 十 (4 十 dp 一 0。 (3.85) 


这 个 方程 所 定义 的 曲面 曲线 称 为 山 面 的 射影 极 小 曲线 〈 见 苏 步 青 
[24] 工 )。 
7” Thomsen0 称 


:人 Bydsao=。 (3.86) 
"的 解 为 射影 极 小 曲面 。 射影 极 小 曲面 要 满 足 两 个 等 价 条 件 : 
[Y(47 十 ?5)]o 一 0，[B2(4 了 十)]o= 0 。 (3.87) 


8 荐 曲面 S 的 Lie 二 次 曲面 的 包 络 具有 除 S 外 四 个 不 同 的 
曲面 ， 并 设 四 个 包 络 面 与 曲面 8 的 渐 近 曲线 互相 对 应 ， 则 S 是 一 
个 射影 极 小 曲面 一 个 等 价 的 充 要 条 件 是 曲面 S 上 的 射影 极 小 曲线 
构成 一 个 共 元 网 。 
9 点 

《了 3 十 9 由 一 中 ,一 9 2) (3 .88) 
是 切面 xi= 0 关于 束 〈3.81) 中 任 一 二 次 曲面 的 极 。 这 些 极 的 加 
迹 是 第 一 准 线 1( -二 )， 并 且 点 x 关 于 二 次 曲面 束 的 极 面 必 通过 
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第 二 准 绩 上 --) ( 见 苏 步 青 (20 I)。 
若 取 
日 一 一 一 -9 中 一 BY 一 bw (3.89) 


则 点 (3.88) 在 Witeczynski 的 二 次 曲面 上 .曲面 S 是 一 个 射影 极 
小 曲面 的 一 个 充 要 条 件 是 ， 这 个 互 的 值 与 (3.83) 所 给 定 的 刀 的 
值 相同 。 

10 关于 相伴 二 次 曲面 Q, 尚 有 下 列 几 个 重要 定理 ， 

Qi 的 包 络 ， -一般 是 曲面 S 的 四 个 Demoulin 变 换 与 另外 四 个 
曲面 。 


1) 车 曲 面 S 的 相伴 二 次 曲面 Q, 是 固定 的 ， 则 S 的 渐 近 则 线 


都 属于 绥 从 ， 其 逆 也 真 。 
2 ) 若 曲面 S 的 渐 近 曲线 都 属于 线 从 ， 则 在 其 各 点 的 Demo- 
ulin 四 边 形 恒 在 园 定 二 次 曲面 Qi 上 ， 其 逆 也 真 。 更 一 般 地 ， 还 有 
3 ) 车 曲面 S 的 Lie 二 次 曲面 常 与 固定 二 次 曲面 切 了 于 四 点 , 则 
S 的 渐 近 曲线 必须 属于 线 从 〈 见 苏 步 青 [243)。 
11” 一 曲面 的 相伴 二 次 曲面 的 一 个 推广 《 见 自 正 国 C4 17。 
和 有 RR,。 设 C 是 S 上 过 朵 的 井 线 。 在 M 和 C 上 两 邻 点 MH“,，M“ 所 引 
前 三 个 主 密 线 从 R, R/， 有 2 有 公共 的 半 二 次 曲面 ， 称 之 为 C 在 
M 的 5 - 半 织 面 。 同 样 可 以 定义 C 在 M 的 "- 半 织 曲 面 。 
特别 ， 当 C 是 S 上 一 条 渐 近 曲线 "时 ， 则 “~- 半 织 曲面 所 在 
的 织 曲 面 与 这 点 的 相伴 二 次 曲面 重合 。 
若 一 曲面 的 所 有 渐 近 曲线 " 都 属于 绥 从 ， 则 每 条 曲线 " 的 所 
有 弯 结 点 切线 必 在 〈 仅 与 皇 有 关 ) 同一 二 次 曲面 上 。 其 逆 亦 真 。 
12"” 设 M 是 曲面 S 的 正常 点 ， 工 是 S 与 在 M 的 切面 的 交 线 ， 


设 开 ,是 以 1 为 结 点 并 与 的 每 支 攀 成 三 阶 搂 触 的 平面 三 次 曲线 ， 
则 忆 的 三 个 变 册 点 所 在 的 直线 是 第 二 Green 校 了 一) ( 见 St- 


razzeri[T]。) 


316，。 


2， 一切 渐 近 曲线 属于 线性 丛 的 曲面 《简称 c 曲面 ) ”在 三 十 
年 代 中 期 苏 步 青 2 对 项 面 作 了 一 系列 的 研究 工作 , 并 且 获 得 了 
不 少 的 重要 成 果 。 这 里 只 作 概括 性 的 介绍 ， 详 细 的 论述 见 苏 步 青 
[24] 或 CI]。 

《1) “ 曲 而 的 相伴 二 次 曲面 〈 见 苏 步 青 (24] I )， 上 上 一段 已 
经 提 过 在 曲面 上 一 点 〈x ) 总 可 以 决定 相伴 二 次 曲线 天 :和 相伴 
二 次 曲面 Q,， 这 些 图 形 在 o 曲面 论 中 特别 显得 重要 。 即 ， 若 Q, 是 
固定 的 或 及 :在 固定 二 次 曲面 上 ， 则 曲面 必 是 o 曲面 ,其 逆 也 喜 . 
按照 定义 ，Qi 是 通过 开 , 与 Demoulin 四 边 形 的 一 个 二 次 曲 面 ， 于 
是 曲面 的 四 个 Demoulin 变 换 都 在 固定 二 次 曲面 Q, 上 。 因此 , 先 
从 刀 变 换 开始 进行 曲面 的 论述 
.， ， 设 点 〈x) 为 原 曲面 的 法 坐标 ， 我 们 知道 ， 渐 近 直 纹 面 尺 .与 
尺 的 弯 结 点 切线 在 点 〈x ) 构成 Demoulin 四 边 形 。 因 而 它 的 顶 
点 是 Lie 二 次 曲面 的 特征 点 ， 就 是 点 〈x ) 的 万 变换 , 记 作 xox(i ， 
R = 1，2 )， 从 此 可 叙述 下 列 定理 ， 

1 设 za(i ,8 一 1，2) 是 一 曲面 x 的 四 个 不 同 的 万 变换 
著 这 些 龟 汇 网 中 任何 三 个 的 一 对 焦点 关于 x 与 5 是 调和 共 思 的 , 则 
其 你 一 个 线 江 也 有 同一 性 质 并 且 曲 而 * 必 为 "曲面 ， 其 
也 真 。 

2” 若 曲 面 x 欧 Demoulia 四 边 形 常 在 一 个 固定 二 次 曲面 上 ， 
则 这 个 二 次 曲面 一 定 是 相伴 二 次 曲面 Q,， 并 且 曲 面 * 是 曲面 ， 
反之 ， 一 个 ac 曲面 的 Demoulin 四 边 形 常 在 固定 二 次 曲 而 上 ， 并 且 
这 个 二 次 曲面 就 是 相伴 二 次 曲面 Q,。 

3 壤 政 o 曲 面 的 〈 因 定 ) 相伴 二 次 曲面 Q ,为 非 鳞 度 量 的 绝 
对 形 ， 则 在 曲面 的 一 系 浙 近 井 线 中 一 条 上 的 各 点 所 引 的 另 一 系 渐 
近 切 线 都 与 Q, 上 同系 的 两 条 母线 相交 , 从 而 这 些 渐 近 切线 是 Clif- 


ford 平行 线 ， 并 且 曲 面 在 各 点 的 第 一 准 级 1 (一 于 ) 是 它 的 非 欧 法 


。 
人 4。 决定 Demoulin 四 边 形 常 在 一 个 固定 的 二 次 曲面 Q, 上 的 
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曲面 ， 这 个 问题 等 价 于 另 一 问题 。 决 定 在 以 Q, 为 绝对 形 的 非 欧 度 
量 下 具有 和 零 曲 率 的 曲面 ， 且 因而 也 是 以 Q, 为 其 万 变换 的 c 曲面 。 

下 一 个 "曲面 的 也 变换 与 其 准 线 汇 的 任 一 焦 几 面 的 变换 
重合 , 

《2 ) “ 二 与 身 于 要 小 中 页 《 见 区 步 青 (2 人 了》， 先 来 级 述 
1 设 一 曲面 x 具 有 四 个 不 同 的 刀 变 换 ， 若 其 中 三 个 万 变换 
在 各 点 的 二 阶 密切 二 次 曲面 都 通过 对 应 的 灾 结 点 (因而 也 通过 过 
结 点 切线 )， 则 其 余 一 个 也 变换 也 有 同 一 - 竹 属 ， 闪 且 # 几 为 9 
曲面 ， 

2 设 一 曲面 的 万 变换 都 是 不 同 的 ， 为 了 < 变 成 竺 温 渐 近 
曲面 下 的 序 要 条 件 是 ， 四 个 灾 结 点 曲面 在 对 应 的 窗 结 点 所 引 的 四 
个 加 大 

著 在 曲面 x 的 各 点 常 有 这 样 一 个 二 次 曲面， 它 不 但 通过 
着 应 的 Denoalia 四 边 形 ， 并 且 还 在 对 应 的 弯 结 点 与 曲面 相 切 , 则 
x 一 定 是 a 曲面 。 

现在 利用 相伴 一 次 曲面 9, 来 导出 射影 极 小 曲面 的 特征 。 

全。 射影 极 小 曲面 的 一 个 特征 是 ，-1 ) 其 面 的 切面 关于 对 应 
的 相伴 二 次 曲面 Q, 的 极 常 在 对 应 的 Lie 二 次 曲面 上 ， 或 者 2 ) 曲 面 
内 “点 关于 应 的 相 华 一次 昌 硬 9 的 极 丁 ie 一 次 业 站 
电机 与 相 作 一 次 明 面 G 尖 反 过 身 昌 梳 小 罗 而 的 些 特 征 ， 现 在 划 
用 万 变换 来 盖 明 射影 极 小 曲面 的 几 个 特征 ， 

工 Thomsen'2 定 理 除了 ac 曲面 外 ， 只 有 射影 极 小 曲面 具 
有 下 面 的 手 质 ， 由 过 结 厌 切 级 ?5 全 所 构成 的 两 的 可 展 册页 
都 对 应 于 共 元 网 

2 设 c 曲 面具 有 不 同 万 变换 ， 则 ca 是 射影 极 小 曲面 的 充 
要 条 件 是 ， 在 四 个 曲面 乏 各 与 对 应 于 原 曲 面 x 的 同一 系 渐 近 伙 线 
的 有 关 曲线 的 切线 ， 必 须 是 确定 的 、 不 重合 的 ， 并 在 同一 二 次 曲 
面 上 
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3 如 果 一 个 射影 极 小 曲面 的 任何 万 变换 都 不 退缩 ， 那 末 它 
们 也 都 是 射影 极 小 曲面 ， 并 与 原 曲面 的 万 变换 一 样 ， 它 们 的 万 变 
换 也 具有 相同 的 性 质 〈 实 的 、 不 同 的 、 重 合 的 )。 | 
现在 从 x 表 示 曲 面 z 的 刀 变 换 , 并 称 为 原 曲面 x 的 第 二 万 变换 。 
4 对 万 变换 不 是 不 定 的 射影 极 小 曲面 的 变换 忆 是 对 称 〈 对 
合 ) 的 。 
这 个 定理 表明 射影 极 小 曲面 的 变换 万 是 可 逆 ( 对 合 ) 的 。 现 在 
要 问 是 否 还 有 其 他 曲面 具有 这 个 性 质 ， 这 由 下 面 的 定理 来 回答 ， 
5 0. Maal 定理 ” 沿 两 个 方向 都 具有 可 逆 的 、 确 定 的 变换 
刀 的 唯一 种 曲面 是 射影 极 小 曲面 。 
关于 射影 极 小 曲面 还 有 许多 特征 ， 这 里 从 赂 ， 详细 内 容 参照 
苏 步 青 [ 工 第 三 章 。 
3， 高 维 空间 中 的 共 斩 网 在 ” 维 射影 空间 书 - 中 一 曲面 上 给 
定 一 个 曲线 网 ， 假 定 在 其 中 一 系 的 每 条 园 定 曲线 上 各 点 作 另 一 系 
各 曲线 的 切线 构成 一 个 可 展 曲面 ， 则 称 这 个 阅 为 曲面 的 一 个 共 氏 
网 。 现 在 来 证 明 下 面 的 定理 ， 
一 曲面 z = z (4 ，2 ) 具有 共 斩 网 (4，v ) 的 一 个 充 要 条 
件 是 曲面 上 一 动 点 z 满足 取 如 下 形式 的 一 个 Laplace 方 程 ， 
( 王 ) 2 十 02 十 5zo 十 cz 一 0 
证 在 曲面 上 任意 一 点 z 的 4 切线 上 任意 一 点 ? 《除了 外) 
”由 公式 . 
2 一 zu 十 qz 1 (3.90) 
给 出 ， 其 中 必 一 % (2，5)。 把 (3.90) 关于 uv 求 导 ， 得 
和 一 zu 十 Gzo 十 Qoz， (3.91) 
当 " 变动 时 ， 点 或 者 是 固定 的 ， 或 画 一 条 曲线 ， 它 在 ?的 切线 
由 yy 和, 决定。 为 了 证 明 条 件 的 必要 性 ， 让 我 们 假定 参数 网 是 共 
斩 的 。 那 末 ， 若 当 " 变动 时 y 了 是 固定 的 ， 则 存在 导数 儿 与 了 成 比 
例 ， 从 而 是 > 和 z, 的 一 个 线性 组 合 。 另 一 方面 ， 若 当 v 变动 时 》? 
不 是 固定 点 ， 则 由 共 斩 性 的 假设 ， 则 点 了 必 画 一 条 曲线 ， 它 在 ? 
的 切 绪 是 直线 zz,， 则 不 仅 点 了 ， 而 且 还 有 点 多 是 z 和 2 的 一 个 线 
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性 组 合 。 不论 在 品 个 情形 ， 总 有 2 ， zw 的 函数 < 和 请 。 2 使 得 
2up 十 02y 十 aoz 一 力 z 十 gzu (3.92) 
这 表明 ， 坐 标 z 满足 Laplace 型 的 方程 , 于 是 证 明了 必要 性 。 为 了 
证 明 充 分 性 ， 假 定 坐标 z 满足 方程 ( 巨 )。 从 《五 ) 和 (3.91) 消 去 
二 阶 导数 z。 给 出 
yo 十 az 十 (一 0)zo 十 (2 一 ao) 2z 一 0。 
令 !=b， 我 们 看 到 点 y% 变 为 > 和 z, 的 一 个 线性 组 合 ， 所 以 ， 当 
这 条 直线 沿 " 曲线 画 一 可 展 由 面 ， 则 由 
2 一 z. 十 bz . 《3.93) 
给 出 的 点 y 是 4 切线 上 一 个 焦点 ， 所 以 参数 网 是 一 个 共和 网 ， 定 
理 证 毕 。 
对 于 一 个 Laplace 方程 (已 ) 就 有 两 个 不 变量 ， 通 称 为 Dar- 
boux-Laplace 不 变量 ， 


天 一 0 十 ap 一 c， (3 .94)， 
R 一 六 二 ap 一 c。 (3.94)， 
设 z 是 2z 沿 2 方向 的 Laplace 变换 ，: 
21 关 Ze 十 GZ 


则 >z 也 满足 一 个 Laplace 方程 
(ED (zso 十 G (zs+Bb(z) 十 cz 一 0， 

式 中 

aa=a 一 (lanp)o，D= 六 ci 一 e 一 0 十 记 一 (lnp) 
”因此 ， 对 应 的 两 个 不 变量 是 

1 一 28 一 尺 一 (tn 大 )oy 
A 一 有 (3.95) 
设 z: 是 z 沿 2 方向 的 Laplace 变换 
ZI 一 Zu 十 Dz， 
就 可 得 到 > 的 Laplace 方程 
(有 .0) (zu 二 a:i(z-)s 二 Di(zi) 十 cz 一 0， 

式 中 

a- 一 G，0i 一 一 (laR) ce 一 ba 一 6 (ln R 7) 
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因此 ， 它 的 两 个 不 变量 是 
:一 R， 
RN 一 2 有 一 太一 (IaR) oo 《3.96) 
按照 上 列 方法 到 一 系列 方程 : 
(左下 ) (五 )，( 瑟 9 ( 瑟 )y 
从 《3.95) 与 〈3.96) 不 难 导出 方程 〈 瑟 )) 的 两 个 不 变量 有， 局 
之 闻 的 关系 ， 
太一 Ri 入 一 2 有 一 庆 一 (lnpi yo (3.97) 
这 里 的 指标 ; 可 取 正 负 整 数 与 0 ， 所 以 由 〈3.97) 可 逐次 找 出 1 
局， 因而 便 得 ， 


有 一 所 十 开 一 玉 一 (La(R aa (3.98) 


、 应 当 指 出 ， 关 于 高 维 射影 空间 共 忽 网 的 理论 ， 苏 步 寄 教授 从 
1959 起 到 1966 前 作 了 深入 系统 的 研究 ， 蓝 得 了 不 少 重要 成 果 。 这 
些 成 果 基本 上 都 已 总 结 在 他 的 一 本 专著 里 〈 见 苏 步 青 CE]J)。 由 
于 篇 幅 所 限 ， 本 书 不 能 介绍 。 


4，Cartan 规 范 标 架 ”第 一 Wilczynski 淮 级 1i( 一) 与 Lie 


二 次 曲面 的 交点 除 曲 面 8 上 的 点 MN(x ) 外 记 作 M。。 第 二 次 线 
1 (-) 与 Lis 二 次 曲面 也 有 两 个 交点 ， 就 是 Hi 一 与 两 浙 近 
切线 的 交点 ， 记 作 M， Mi， 则 以 M，Mi。M:。M ,为 顶点 的 活动 
标 扣 内 接 于 在 M 的 Lie 的 二 次 曲面 ， 并 且 官 的 两 个 面 (M，Mi， 
11,) 和 (Mu Ma Ms) 分 别 是 Lie 二 次 曲面 在 M 和 ,的 切面， 
这 个 射影 协 变 四 面体 通称 为 Cartan 规范 标 架 。 

如 果 适 当地 选取 比例 关于， 我们 可 以 令 ( 见 苏 步 青 CT, 22 一 


26 页 ) 
df 一 ea 
AM,=e 于 人 -去 折 +gjx 
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) 


+ 全 -( 慢 +0) ( 全 +0.)- 二 (go+BY) zx] 
然后 应 用 基本 方程 (3.5) 获得 如 下 的 基本 方程 〈 见 苏 步 青 C24]， 


): 
有 
=-aY).MT+M 
-2 一 一 BeM 一 ny) 二 BM。 
2 一 KM 二 Gay) Ms+Mu 
1 2 2 
-一 42BM 二 KM 二 B2M: 一 (laY) AM (3.99) 
BA 
呈 = 一 ap) 7 十 1， 
2 一 RM 二 (lnB)o 二 Ms 
af 
一 .421Mf 十 YA1， -到 (np)。 十 4 
Lp aa + 天 MnB)oa。 
式 中 
2 天 一 BY 一 (InB) wo，2 开 =PY 一 (nyY) (3.100) 


取 这 样 的 顶点 M，Mi，M:，M。 的 四 面体 做 参考 坐标 系 , 则 
可 把 Lie 二 次 曲面 的 局 部 方程 (3.73) 简化 为 如 下 的 形式 ， 
Q=syi 一 y%ys 一 0。 
这 里 〈yi，3%，y，y%) 是 任意 点 关于 {M，Mi，M:，My 的 局 
部 坐标 。 
一 般 地 ，Darboux 二 次 曲面 束 (3.37) 关于 局 部 坐标 系 (2 
yz .ys 2 的 方程 是 “ 


1 . 
1 一 ya3ys 一 本 8BY24 一 0， 《3.101) 
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式 中 站 表 示人 参数 。 
5，Godeaux 二 次 曲面 序列 , 三 维 射 尺 空间 Ps 的 直线 可 以 表 
示 到 五 维 射影 空间 P" 中 超 二 次 曲面 9 上 一 点"- 称 中 为 Klein 的 
二 次 划 面 ， 设 MAM:，MM: 是 曲面 S 〈<2) 上 一 点 1 的 两 条 浙 
近 切 线 ， (MU 1.M 是 对 应 的 Cartan 规范 标 架 ， 估 而 基本 方 
程 〈3.100) 成 立 ， 以 只 ， 7 表示 这 疯 新近 名 入 在 信 上 的 旬 则 可 
写 下 
ZL=(M 有 4 1D)， 灰 一 CU Mo)， (3.102) 
式 中 CM，MD(Ci= 一 1，2) 表示 一 阶 子 3 从 〈3.99) 就 可 
导出 


-BY， 和 =YU (3.103) 


在 Pe 中 , 理 条 直线 U7 在 9 上 , 并 改 示 曲面 S 在 M 的 切线 束 ， 
当 &，v" 变动 时 ， 直 线 7 画 成 三 维 流 形 ， 就 是 S 的 切线 从 在 已 
中 的 象 流 形 。 
从 〈3.103) 导出 下 商 药 Laplace 方程 
LU 一 (lnB)， ,一 一 BYU= 0， 


太一 (InY)pBY 玉 = 一 0。 加 

这 两 个 方程 表明 ， 有 曲 级 4 与 v 在 严 的 曲面 (UV) 与 ， ( 斑 ) 上 构成 
共和 网 ， 因 而 得 到 Bompianict2 与 Tzitz6ica 纪 定理 。 - 

定理 4.43 设 避 ， 三 是 已 中 一 曲面 SP 一 点 两 渐 近 切 线 在 
中 及 土 两 点 象 ， 这 两 点 是 以 渐 近 和 参数 曲线 和， 为 曲线 网 的 
Laplace 序列 了 的 邻 点 ! 曲面 〈 矿 ) 与 《7 ) 分 别 是 《CU) 与 ( 矿 ) 
沿 方向 “与 "的 Laplace 曲面 

设 这 个 Laplace 序 列 是 ， 本 

(站 TU 1U1 TUT， 帮 7 9， 加 
其 中 任 一 项 是 其 前 项 沿 4 方向 的 Laplace 变 换 ， 因 而 也 是 其 后 项 
沿 "方向 的 Laplace 变 换 。 所 以 此 线 4 与 v 在 每 个 曲面 上 构成 共 
斩 网 。 - ; 

把 第 4 段 的 方法 应 用 到 方程 《3.103)” ， 就 有 两 个 不 变量 


4 823， 
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太一 一 (lapB )o 二 BY， 太一 BY。 
一 般 了 地 ， ” 
(U ,一 Us 二 UsCln(Bh ja) | 
(LU7 一 AU - 《3. 104) 
(一 (Us(ln(Bhjpo))o 一 PUT 一 0， 


式 中 
久 一 一 (ln(B 训 ji))uo 十 Po 
一 一 (ln(B242 pp: D)uo 十 BY。 
同样 ， 
( 矿 ), 一 矿 。 十 大。(la(YR RD))w 
(一 As (3.105) 
(Ps 一 (Cln(YA ps))a 一 or 一 0 
成 立 ， 式 中 


Ap 一 一 (ln(CYP pps_i))wo 十 Ri 
一 一 (InCY 凶 -要 D))s 二 BY。 
在 严 中 ， 对 应 于 Ps 中 一 般 曲面 S 的 Laplace 序列 过 是 不 断绝 
地 向 两 边 无 限 伸展 。 
关于 序列 卫 ， 我 们 可 以 证 明 
定理 4.44  U。 是 超 平面 〈 太 :7 7 7) 关于 和 的 极 
三 .是 超 平 面 (CUIU .UsU ss) 关于 日 的 极 。 《证明 从 赂 
这 样 ， 就 证 明了 Godeaux 定 理 ， 
Laplace 序列 了 ( 称 Godeauz 序列 ) 关于 Klein 超 次 曲 
面 是 自 共 配 的 。 
根据 这 个 定理 ， 两 平面 〈L7,UsUs) 与 (Ps 关于 
入 是 两 个 共 罗 平 面 。 所 以 在 忆 中 得 到 二 次 曲面 中 。 使 其 两 个 半 织 
面 在 妃 * 中 的 象 是 上 述 两 平面 与 & 的 交 线 。 因 此 ， 在 曲面 S 上 一 
点 1 存在 一 系列 二 次 曲面 四， 中 ,，@:，…， 全 体 构 成 Godeauxz 
由 于 在 严 中 ， 平 面 (7UU) 是 由 三 点 JJ，U。，U, 决 定 的 ， 
所 以 明显 地 可 以 看 出 ， 在 : 书 中 Godeaux 二 次 曲面 序列 中 第 一 个 
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二 次 曲面 中 是 Lie 二 次 曲面 .Godeauxcb 还 得 出 

定理 4.45 Godeaux 二 次 曲面 序列 中 第 二 个 二 次 曲面 中 就 
是 相伴 二 次 曲面 Qi。 

一 在 序列 (Z) 中 ， 两 平面 (U.U Us) 与 (CU ss) 
有 共同 直线 〈U。:U。)， 因 而 两 平面 (Fo 7) 与 (7 
广 。s) 的 共同 直线 与 @ 交 于 两 点 就 是 说 , 两 二 次 曲面 中 与 @。s 
还 有 另外 两 条 共同 母线 ， 因 此 ，@。 与 中 切 于 四 点 。 从 而 就 可 
以 证 明 

定理 4.46 Godeaux 二 次 曲面 序列 中 任意 两 个 相 邻 二 次 曲面 
在 四 点 相 切 ， 并 且 四 切 点 是 这 两 曲面 的 特征 点 。 

白 正 国 咖 应 用 上 节 为 推广 相伴 二 次 曲面 所 用 的 同 法 对 
Godeatx 二 次 曲面 序列 给 出 一 个 新 定义 。 其 一 是 利用 相伴 于 曲面 
S 上 一 点 M 的 主 密切 线 丛 而 构成 的 ， 另 一 个 定义 是 利用 相伴 于 曲 
面 S$ 上 一 点 愉 的 渐 近 直 纹 面 的 密切 线 丛 而 构成 的 。 这 里 不 冰 述 其 
作 图 法 。 
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附录 ， 问 题 与 定理 


一 、 欧 氏 微分 玫 何 


工 , Bettrami 定 理 . 一 条 空间 曲线 的 切线 曲面 与 这 条 曲 组 的 
密切 平面 交 了 于 一 条 平面 曲线 ; 这 条 平面 划 线 在 原 曲 线 和 平面 的 接 
和 触 点 处 的 曲率 等 于 原 曲 线 的 曲率 的 一 一 。 ( 卫 . Beltrami，Operey 
了 (1865)，261. ) 

2. Jacobi 定 理 . 车 从 一个 固定 走 O 作 平行 于 闭 曲 线 C 的 法 
线 的 单位 向 量 b， 则 这 些 单位 向 量 的 端 虑 在 以 O 为 中 心 的 单位 球 
面 上 画 出 一 条 曲线 C 的 “ 副 法 线 表 示 ”6， 这 条 曲线 G 把 球面 分 
为 两 半 。(C. G. Jacobi， 太 erpe，7，89 (1842)。) 

3. 在 一 条 入 形 线 上 各 点 放 一 个 质量 等 于 该 点 的 曲 宁 ， 以 
了 (1 ) 表示 这 个 质点 组 关于 某 一 定 直 线 ! 的 转动 惯量 , 试 求 直线 
! 使 得 T (1! ) 取 最 小 值 ， 这 条 直线 一 定 通过 曲率 中 心 , 并 称 为 曲 
率 轴 。( 苏 步 青 ，1928。) 

4， 当 一 条 卵 形 钱 满 足 

的 Ra )sin2aada= 0， 的 民 (a )cos2ada= 0 
时 ， 风 角形 线 与 它 的 平行 曲线 具有 公共 的 曲率 轴 。( 苏 步 青 ， 
1928,) 

5. 证 明 上 述 视 形 线 族 的 顶点 至 少 有 六 个 ; 外 切 正方 形 至 少 
有 三 个 。(Ganapathi，1934,。) 

6. 一 条 空间 曲线 的 三 条 邻近 主 法 线 所 诀 定 的 一 个 二 次 曲面 
称 为 主 法 线 二 次 曲面 。 设 5 多 z 为 空间 中 药 任 意 点 关于 阮 线 的 
沙 动 标 架 的 局 部 坐标 ， 则 主 法 线 二 次 曲面 的 方程 为 

人 2R/ 7 一 2RX7 十 2 有 7T377 一 有 277 ZX 一 2R277 一 0， 
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其 中 及 和 7 分别 为 曲线 的 曲率 半径 和 搅 率 半径 。( 方 德 植 , (2 ]，、) 

7. 一 条 空间 曲线 的 三 条 邻近 副 法 线 所 决定 的 一 个 二 次 曲面 
称 为 副 法 线 二 次 曲面 ， 则 它 的 方程 为 

了 (型 十 邢 ) 一 RT7 苛 十 2RX25 一 2RT5 一 0， 
式 中 所 用 的 记 导 与 前 题 有 同样 的 意义 。 ( 方 德 植 , [1]，) 

8. 若 在 一 条 空间 曲线 上 各 点 的 密切 平面 通过 副 法 线 二 次 曲 
面 的 中 心 ， 则 这 个 中 心 必 与 曲线 的 曲率 中 心 重 合 ， 而 且 原 曲线 是 
一 条 常 挠 率 曲线 ， 其 道 也 真 。 ( 方 德 植 ， [1 2]。) 

9. 车 一 条 空间 曲 色 上 各 点 的 从 切面 通过 主 法 组 二 次 曲面 的 
中 心 ， 则 原 曲线 是 一 条 常 近 率 曲线 , 其 逆 也 真 。 ( 方 德 植 , (2]。) 

10. 积分 Ras 称 为 全 曲率 。 任 一 空 间 闭 曲线 的 整 曲率 
之 27， 等 号 只 在 曲线 是 孵 形 线 的 情形 成 立 。 (Fencthel，1929。) 

11. 积分 rds 称 为 全 挠 率 ， 这 个 量 对 球面 上 任 一 闭 曲线 都 
等 于 零 ， 反 之 ， 若 在 一 曲面 上 一 切 闭 曲线 都 有 这 个 性 质 ， 则 这 个 
曲面 是 一 个 球面 或 一 个 平面 。(Scherrer，1940。) 

12. 常 阁 曲 面 。 具 有 连续 的 非 零 总 曲率 (天 > 0) 的 闭 曲 面 
称 为 卵 形 面 。 每 对 平行 切面 具有 常数 阔 度 的 印 形 面 称 为 常 阅 曲 
面 。 证 明 对 于 这 样 一 个 曲面 ， 

1 在 每 对 对 点 的 主 方向 相同 ，_ 

2 在 每 对 对 点 的 平均 曲率 相等 ， 

3" 在 每 对 对 点 的 法 线 重 合 (为 一 条 二 重 法 级 。 (Mellish， 
1931。 ) 

13. 假设 一 个 铜 形 面 的 总 曲率 并 之 -42 册 它 的 两 点 的 最 大 距 
离 入 r*4， 其 中 4 是 一 个 正常 数 。(Bonnet，1855。) 

14. 设 e 是 一 个 卵 形 面 ， 又 ea 是 在 ev 外 部 距离 为 的 一 个 
平行 曲面 ， 它 也 是 一 个 孵 形 面 ， 则 对 于 ex 的 体积 有 如 下 的 公式 : 
一 7 十 Li 十 采 o 十 -So 
这 里 4 是 eo 的 面积 ，M, 是 e 的 平均 曲率 的 积分 ， 

Mo= | 至 (+ 名 ad4= | paS， 
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d4=a， d9=0OIN 人 oao2， 

而 户 >> 0 是 切面 到 ( 落 在 eo 内 部 的 ) 原点 的 距离 ，9o=47 是 er 
的 全 阳 率 。 (Steinerf， 太 erke， 工 。2 《1840)，171 一 176。 ) 

15， 对 一 个 C: 闭 曲面 

及 aP4T 〔(Voss)。 
{lxlK(e) 佬 

16. 若 在 卵 形 面 e 的 球面 表示 E 上 给 定 这 个 曲面 的 曲 率 天 ， 

则 除了 平行 移动 外 可 以 唯一 地 决定 ， 这 时 玉 (a ) 只 满足 条 件 


do ， 
| ar- 六 一 03 7 一 1，2， 3，. ， (# ) 


式 中 dS 表 示 单 位 球面 5 上 具有 仅 标 ci 的 点 e 的 面积 单元 。 

换 句 话说， 在 条 件 〈* ) 之 下 ， 对 于 给 定 的 久 (G ) > 0 ( 除 
了 平行 移动 外 是 唯一 的 )， 存 在 一 个 卵 形 面 。 这 个 绪 果 本 身 包 括 
了 球面 的 不 可 捏 由 性 。(Minkowski， 及 erhke, 了 . 2(1903)，8 10， 
230 一 276. ) . 

17. 设 包 是 一 个 曲面 上 一 条 渐 近 曲 色 C 在 它 的 一 点 己 的 曲 
率 ， 如 是 在 已 点 的 切面 与 曲面 的 交 线 的 曲率 ， 则 Il 一 立 &。 
(Beltrami，1865。) 

]. 在 一 个 负 曲 率 上 曲面 上 一 点 己 的 一 条 渐 近 切 组 + 同时 切 于 
在 己 的 渐 近 曲线 C 与 切面 和 曲面 的 交 线 。 假 设 C, 在 己 的 邻近 的 曲 
率 R 关 0， 则 Ci: 洲 在 C 与 已 点 的 切 织 ， 之 间 。(Van Kampany 
1939。) 

19. 设 在 负 曲 率 玉 〈< 0) 的 曲面 曲线 C 上 一 点 己 的 密切 平 
面 与 曲面 在 尸 点 的 切面 重合 ， 及 与 了 表示 C 在 己 点 的 曲率 半径 与 
挠 率 半 径 ， 尺 为 在 己 与 C 相 切 的 渐 近 曲线 的 曲率 半径 ， 则 


去 一 2 人 训 一 : 二 人 (Beltrami 1863)。 

20， 设 两 个 实 曲面 之 间 的 任 一 实 映射 不 是 共 形 的 ， 则 各 个 曲 
面 上 必 唯 一 地 存在 一 个 正 交 曲 线 族 是 互相 对 应 的 。 (Tissot， 
1878。) 
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21. 设 两 曲面 互相 贴 合 ， 并 且 它 们 的 渐 近 曲线 互相 对 应 ， 则 
这 两 个 曲面 互相 迭 合 或 者 对 称 。(Bonnet，1867。) 

22. 对 曲面 rc=r (xx，v") 由 r (4，D0) 二 Ru，0)8es 和 
r(2，7) 十 (24，0)es 给 定 的 曲面 ， 称 为 原 曲 面 的 中 心 曲面 
或 者 渐 届 曲面 。 证 明 这 些 曲 面 是 原 曲面 的 法 线 消 它 的 曲率 线 所 画 
成 的 可 展 曲 面 的 状 线 的 轨迹 。 

23， 设 曲面 的 主 曲 率 久 , 入 之 间 存 在 函数 关系 已 (AR 一 0， 
称 这 种 曲面 为 Weingarten 曲面 ， 简称 为 柬 曲 窗 ， 证明 球 曲面 的 


两 中 心 曲 面 的 渐 近 曲线 互相 对 应 ， 其 着 也 真 ， 特 别 ，- 直 -- 
志 -=const 的 厂 曲 面 的 两 个 中 心 册 面 上 曲率 线 互相 对 应 ， 


” 也 真 。 


24， 匣 取 适当 的 参数 ， 则 常 曲 率 曲面 的 线 素 可 化 为 如 下 形式 ， 
当天 >0 时 ，ds: 一 du2 十 co82 (jA 民 ) do 罗 
当 开 = 0 时 ，ds2 一 du 十 do2 
当下 <C 0 时 ，ds:=d2 十 eog 居 (y 一 并 2 )do:， 
25， Dini 定 理 ， 设 两 个 曲面 的 测 地 线 互 相对 应 ， 则 
工 这 个 对 应 是 位 似 对 应 ， 或 者 
2 两 个 曲面 的 线 素 可 以 同时 化 为 如 下 形式 ， 
ds 一 (1U 一 广 )(du 二 do2)， 


2 Cl 0dD2 
di-( 二 -十 ) 儿 合 + 严 ) 
式 中 局 单 是 4 的 函数 ， 矿 兰 是 "的 函数 ， 其 道 也 真 ， 
26. 设 4，2 为 曲面 的 曲线 坐标 ， 平 和 了 都 是 4，" 的 函数 ， 
则 表达 式 ， 


. 忆 G 一 已 2 。 


V(9， 溃 ) 一 一 
和 机 . 
A 一 9 CC 一 9 9 瓦 中 ,一 下 中 ， 
ECG 一 严 | MU WEG-F 0 TABEG 一 产 
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分 别称 为 函数 中 ， 中 的 Beltrami 的 第 一 微分 参数 和 第 二 微分 参 
数 。 证 肌 


1 当 (- 到 ) =- Y(9，9) 时 ， 函 数 9 (au ， 口 ) 的 导数 -5 
在 曲面 上 洛 方向 ds 是 极 大 
- 
Ag 1 
名 7 or WVC9，9) } 
(Beltrami，1859。) 
27， 关 于 书 中 所 有 曲面 具有 给 定 揭 前 ds: 的 Gauss 和 Borur 


问题 。 
若 线 素 


ds 一 di 十 2Fdado 十 Cao: 
是 正定 的 ， 则 在 具有 这 个 线 素 的 曲面 上 每 个 华 标 x(a，2) 满 尾 
相同 的 二 阶 偏 微分 方程 ， 则 可 求 出 关于 4 ，z 的 二 次 微分 形式 
ds 一 dx 的 总 曲率 等 于 零 ， 
开 (ds 一 do 一 0。 
(Bour，1862，Darboux，uwrfaces，8， 1872。 ) 
者 利用 Maurer-~Cartan 形式 0，o25 oji，oi，oj; 的 记号 ， 
上 述 问题 化 为 这 样 ， 使 得 当 o:，05 oa 给 定时 ，Pfa 于 形式 o3， 
oji 从 方程 - 
ai 人 oo 人 oji= 0， 
doi 一 一 oi 人 oji，daoi 一 oi 人 oj 
来 确定 。 
这 个 问题 建立 了 “内 在 几何 ”的 理论 与 “外 在 几何 ” 的 理论 
之 间 的 联系 。 
28. ye6arree 网 。 著 曲面 上 曲线 网 中 的 曲线 所 构成 的 四 边 
形 的 对 边 都 相等 ， 则 这 种 曲线 网 称 为 de6ames 网 。 
在 一 个 负 常 曲率 玉 〈< 0) 的 曲面 上 渐 近 曲线 煌 成 一 个 
We6amrrez 网 。 设 由 这 些 渐 近 曲线 所 围 成 的 一 个 四 边 形 的 而 积 为 
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4， 内 角 为 ci，cs，as，a (都 < )， 则 
开 4=2 一 0 一 az 一 as 一 0 - 

(Hazzidakis，1880。) 

29. 政 oenige 网 。 由 一 曲面 与 一 平面 束 的 co: 交 线 与 顶点 在 平 
面 束 的 轴 上 的 锥 面 与 曲面 相 切 的 co: 曲线 构成 一 个 共 罗网 。 这 种 
网 称 为 Koenige 网 。 

30，Minkowski 公式 。 设 8 一 (r，e，e2) =res 是 坐标 原 
点 到 r 点 的 切面 的 距离 ， 则 称 上 为 曲面 的 支柱 函数 ， 则 有 


态 m- 人 fr， 


式 中 心 为 曲面 面积 元 素 ， 万 为 平均 山 率 。 上 述 公式 通称 为 Minko- 
Wski 公式 。 
31 Cohn-Vossen 定理 。 C: 阶 互 为 等 距 和 而 且 处 处 有 正 的 总 
曲率 的 丙 个 孵 形 面 必须 是 欠 合 的 。 


二 、 仿 射 微分 几何 


1. 假定 一 条 孵 形 级 C 的 一 切 平行 疙 的 中 点 轨 杰 都 是 直线 , 则 
C 必 为 一 条 术 回 。 

2. 平面 曲线 的 仿 射 法 线 的 一 个 特征 行列 式 d(s) 一 
(x'(s )，x(s ) 一 咏 有 一 个 极 值 (4 (s )= 0 ) 的 一 个 充 要 条 
件 是 y 在 仿 射 法 线 上 。 何 时 d (s ) 有 一 极 小 ， 何 时 有 一 极 大 ? 

3. 平 而 曲线 的 展开 式 。 在 平面 曲线 一 点 邻 域 的 展开 式 , 在 适 . 


当 的 举 标 系 下 ， 可 以 写成 如 下 的 标准 展开 式 ; 


Ko 


K K2 4K0KI 一 K 
说 一 d 一 31 9 一 -4 十 一 十 - 本 3 Ge 十 .， 
1 sk 4 2ki 5 K8 一 3Ks 6 
ET 
式 中 
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c 为 曲线 的 仿 射 绝 ，k(c ) 为 仿 射 曲 率 ， 
为 骨 与 站 xC0 2，x(o ) 之 问 的 而 各 则 可 得 


| GO Ko 5， Ki ae Ko 一 6K。 7 
F= -1 全 - 荔 "一 2 而" 二 一 10 二 or" 十 上 
设 A 为 这 条 弱 及 在 它 的 两 端点 的 两 切线 之 间 的 面积 ， 则 
C- - Ko ?7 人 
4A= -人 + 9605 十 直 


4 密切 二 次 曲线 。 一 条 平面 曲线 x(o ) 的 密切 二 次 曲线 的 

方程 是 
(y 一 x%，x2)2 十 K(y 一 X，X/)2 十 2(y 一 x，x 一 0， 

5 仿 射 曲率 的 一 个 几何 意义 (Berwand)。 设 5 为 一 曲线 弧 
xox 的 仿 射 弧 长 ， s 为 抛物 线 弧 的 仿 射 弧 长 ， 它 与 yx: 有 共同 的 
起 点 各 终点。 则 在 xs 的 仿 射 曲率 k 是 ， 

ko 一 土 “1im RE 请 
6， 业 圆 的 一 个 等 周 性 质 ， 具 有 给 定 面积 玖 一 切 孵 形 线 中 
只 有 酉 圆 给 出 “ 仿 射 周 长 "。 
S= 风 GD3d 
的 最 大 值 。 或 者 更 明确 地 说 : 
对 一 切 卵 形 线 给 出 关系 式 
SF 一 0， 
等 号 当 且 只 当 椭 图 时 成 立 。(W. Blaschke，Zeipziger Bericjie， 
68 〈1916)。) 
0 和 co<s，(x，x0) 一 ix 二 kx 一 0，k> 0。 又 设 上 “和 
分 别 为 它 的 优 射 曲率 的 最 大 值 和 最 小 值 ， 则 对 孵 形 线 的 仿 射 周 长 
3 给 出 如 下 关系 式 ， 
2 
S < 去 . 
8. 关于 外 形 级 的 -个 不 等 式 ， 
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< 二 < 

式 中 的 记号 同 前 ， 而 忆 表 示 孵 形 线 所 包围 的 面积 。 

9. 所 = 0 的 空间 曲线 。 这 种 空间 曲线 具有 这 样 的 特征 : 它们 
的 优 射 主 法 线 与 一 个 固定 平面 平行 。(E. Cech，1923。) 

10， 假定 曲线 y=x 十 ax 〈96 是 一 个 不 等 于 零 的 常数 ) 与 x 
有 共同 的 仿 射 主 法 线 ， 则 x 是 一 条 螺旋 线 。 

这 种 曲线 的 重要 特征 如 下 ， 常 仿 射 曲率 的 曲 组 ， 在 等 积 仿 身 
变换 群 之 下 是 与 螺旋 级 渤 合 的 。 

11， 空间 曲线 的 展开 式 ， 在 一 空间 曲线 x=x(a) 一 点 s=0 


处 取向 量 x“((0)，x“(0)，x“(0 ) 为 航 标 轴 ， 若 令 


dRC0) dAa(0) 
Qi 儿 到 9 


则 得 到 曲线 的 “标准 ”展开 式 如 下 ， 
刀 士 1， 8 
61 


一 太一 


xl 一 G 十 


加 可 5 

4 十 -59 

二 如 十 十 6 向 士 38 on， 
71 


所 多 


21 十 局 十 R， 4 
6 S 


G4 十 一 一 一 上 05 十 


Test 


93 十 一 "0 民 和 二 2 一 "一 和 -Gd6 十 07 十 。 


加 3 十 局 十 3R， 
2 一 7! 


了 a5 
下 + 6 


12， 仿 射 抄 率 辣 风采 意 X. 一 条 空间 阳线 的 三 条 邻近 仿 
射 主 法 线 所 决定 的 一 个 二 次 曲面 称 为 曲线 的 仿 射 主 法 组 二 次 曲 
面 ， 记 作 Qr。Q@r 的 中 心 是 由 方程 


一 1 志 
yy 一 X RR 义 


决定 的 。(8B. SuK127。) 
13 . 仿 射 Mannheim 曲 线 。 设 一 空间 曲线 6 的 仿 射 主 法 组 与 
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另 一 条 空间 曲线 C 的 仿 射 副 法 线 重 合 、 则 称 5 为 仿 射 Mannheim 
曲线 ， C 称 为 5 的 共 氏 曲 线 。 一 条 空间 昌 线 三 条 邻近 仿 射 副 法 线 


个 一 次 和 称 为 曲 线 的 仿 射 副 法 线 二 次 曲面 ， 记 作 


。 令 x(a)， 9， Ri， 玉 2 Xx(5)， [ Ko jz 分 别 表示 曲线 C 和 
2 区 仿 射 怠 长 ， 优 射 抑 率 和 仿 射 曲 率 。 


-。 
-二 (及 让 
2 为 了 两 条 空间 则 级 C 和 5 互相 对 应 ， 使 得 在 对 应 上 ，C 的 


仿 射 副 法 线 是 5 的 仿 射 主 法 线 。 则 充 要 条 件 是 C 的 仿 射 不 变量 具 
有 如 下 的 关系 ， 


于 [入 yz[3 包 p/ 直人 (1 十 局 p) (2 奉 十 的 ) 一 局 (p 忆 十 2&)) p 


=+ 姑 GL+Ap)rezp( -3 | da 《 半 ) 


式 中 0 是 一 个 任意 常数 ，pP 是 Riccati 方程 
2 和 p7 十 (一 局 扩 十 开启 十 司 )ps 二 (28 十 必 )p 二 1 = 0 


(* 交 ) 
的 一 个 解 。 方 程 〈* ) 就 是 曲线 C 的 特征 方程 
3 
一 一 芋 3 户 让 
站 


2 小 
式 中 P 由 方程 《 #) 3 由 方程 
= 一 -和 exp(2 全 -2 ds 

决定 。 . 
4 和 著 C 和 C 的 副 法 线 重 合 ， 则 

7/ 3213 工 二 

4 人 人 大 二 六 《二 六， 

( 方 德 植 (3 ]。) 


。334 。 


14， 仿 射 曲率 为 常数 的 凸 闭 曲面 只 是 本 球面 。(Blaschke。) 
上 一 点 ，z 为 8 在 "的 切面 ， 作 平行 于 工 的 一 组 平面 ， 与 S 的 交 
线 围 成 平面 图 形 的 重心 ， 这 些 重心 的 轨迹 在 点 r" 的 切线 就 是 曲面 
3 在 点 r 的 仿 射 法 线 。 

16. 二 次 基本 形式 的 几何 意义 。 在 一 个 双 曲 型 曲面 上 画 一 条 
曲线 Tt )， 并 在 这 条 曲线 上 取 一 个 点 到 re 令 其 对 应 参数 值 为 
加 一 6 < <<…<< 思 -< 一 姑 通 过 mr- 和 愉 的 两 条 渐 近 曲线 的 
两 个 新 交点 记 作 Ye 和 Zxk。 以 产 表 示 以 re- mr， Ye ，Zx 为 预 点 
的 四 面 形 的 体积 ， 则 当 我 们 稠密 地 选取 r 时 ， 就 有 


五 1 \3 2 2 
| 2 


= lim 也 多 24 广 。 
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画 一 曲线 rrf) (as 安 委 5)。 在 任意 ” 关 ri ) 的 切面 邻近 作 
一 平行 平面 ， 它 与 其 面 一 起 围 成 一 个 小 的 孵 形体 ， 以 8 表示 它 的 
体积 ， 对 5 迄 上 委 上 ， 这 个 孵 形 体 充满 一 个 体积 亚 的 管 ， 并 有 


过 】 如 2 2 72 
(和 2 


人 斑 
一 了 4 2 im 六 87 0 88 


有 限 的 常数 则 是 一 主管 遇 天 或 者 是 一 个 从 向 为 和 
数 的 一 个 斜 曲面 。 ee 239。) 


中 心 到 井 面 在 r 的 切 的 下 高 则 有 曲面 的 总 曲率 六 与 它 的 平 为 
仿 射 曲率 万 之 间 的 关系 式 ， 


万 一 区 站 
(P, Franck， 内 oa 太 ，Zeitscprijft 11 (1921)，297。) 


335 。， 


三 、 射 影 微分 几何 


1. 当 己 本 一 平面 曲 色 C， 令 切线 上 的 点 己 画 一 平面 曲线 Cu 
Ci 在 书 的 切线 与 PP: 交 于 P.， 则 称 三 角形 PP,P。 为 Sannia 三 角 
形 。 求 证 Ps=(R，0，1)，A 是 平面 曲线 C 的 射影 曲率 。 

2. 求 射影 曲率 (ca ) 三 0 的 平面 妥 线 ， 并 证 明 , 经 过 适当 的 
直射 变换 后 可 变 为 对 数 螺 线 〈7 = 一 ex) 且 其 半径 与 切 组 构成 30" 
的 交角 。 (Halphen。) 

3. 若 平面 曲线 的 射影 法 线 通 过 一 个 定点 ， 则 有 R 一 20a5 其 逆 
也 真 。 

4， 因 一 常数 的 平面 曲线 称 为 Halphen 的 非 调 和 曲线 。 证 明 ， 
著 一 平面 曲线 C 对 于 无 限 个 直射 变换 自己 变 到 自己 ， 关 且 这 无 限 
个 直射 变换 构成 连续 群 ， 则 C 的 R 为 常数 ， 其 逆 也 真 。 这 种 曲线 
又 称 为 歼 - 曲 线 。 

5. 平面 曲线 前 射影 法 线 已 P, 包 络 一 曲线 ， 2P: 与 其 包 络 的 切 
点 称 为 射影 曲率 中 心 。 则 这 点 关于 密切 二 次 曲线 xs 的 极 线 重 合 于 
Sannia 三 角形 的 一 边 PP,。 

6. 设 两 平面 曲线 C，5 在 一 共同 点 乙 做 成 一 阶 接触， 并 令 
天 ， 关 分 别 为 C，5 的 三 阶 接触 的 二 次 曲线 ， 天 ， 天 除 已 外 的 两 
交点 记 作 有 R，S， 则 直线 RS 与 己 点 的 公共 切线 交 于 一 个 定 点 。 

7， 平 面 曲 线 C 在 忆 的 密切 三 次 沿线 的 包 络 除 C 外 就 是 
Halphen 点 的 轨迹 (Lane，[H]。) 

8， 假定 在 空间 曲线 C 上 一 点 O 取 适当 的 肖 标 系 ， 则 C 在 O 
的 邻 域 中 的 展开 式 可 化 为 

一 %2 十 Gexe 十 axX7 十 …， 


(ce，p 夫 0) 〈《:#) 
2 一 X%3 十 Doxs 十 bxX7 十 … 


因而 C 在 0 的 密切 三 次 挠 曲线 的 方程 是 
少 一 %2， 一 X3。 


著 a= 0 入 = 0， 则 密切 三 次 找 曲 级 与 C 在 0 移 成 超 窗 


9 836 。， 


切 , 这 时 0 不 是 正常 点 ， 所 以 假定 ou bz0 。(LaneCE),， 64。) 
其 四 条 邻近 切线 所 决定 线 从 的 极限 称 为 C 在 0 的 一 个 密切 线 从 。 
不 难 求 出 曲线 〈* ) ( 见 前 题 ) 在 O (0，0，0) 的 密切 线 从 的 方 
程 是 


ok 一 30:s 一 0， 


式 中 oxx 为 切 缀 的 Plucker 代 标 ， 
10， 曲线 (* ) 及 其 在 点 的 密切 三 次 挠 曲线 有 相同 的 零 系 : 
1 一 yy， 2 一 一 3ys， ls 一 3y2，U4 一 一 yle 
平面 = 0 分 别 对 应 于 点 (1，0，0，0)，(0，1，0， 0)， (0,， 0， 
1 ，0) 和 (0，0，0，1)。 

” 11, 堵 曲 线 C 在 O 点 的 密切 线 从 超 密 切 ， 则 在 C 的 一 个 动 点 
的 切线 与 C 在 0 的 密切 平面 的 交点 轨迹 是 一 条 以 9 为 六 切 点 的 乎 
面 曲线 。(Halphen[C 2 ]，430 一 431.。) 

12. 设 玉 。 和 天。 分 别 表示 地 面 S 在 已 点 的 切面 与 S 的 交 线 的 
两 支 构 成 四 点 接触 的 两 个 二 次 曲线 东 《它们 的 方程 见 第 四 章 (3 
24) 和 (3.25))。 以 P. 和 已 ,分 别 表示 切线 " 和 切线 5 关于 天 ， 
和 天 ,的 极 ， 贡 直线 P.P, 是 第 二 Green 楼 有 ( 王 ) (Peiozzi 
[2]，544，) 

13,， 设 O 是 曲面 S 的 正常 点 ，C 与 6 是 通过 O 的 两 条 渐 近 曲 
线 ，1 和 了 是 渐 近 切线 ， 并 且 开 与 辫 分别 是 C 与 6 在 0 的 四 阶 
密切 二 次 锥 面 , 则 上 关于 并 的 极 面 元 与 二 关于 下 的 极 面 x 交 于 第 
一 Green 楼 !( 于) 对 应 的 Bompiani 直线 是 第 二 Green 棱 
1， (二 ( 苏 步 青 C TI]， 8 24 一 28，109 一 131。) 

14、 两 条 麻 近 曲 线 C 与 6 在 其 交点 《xx ) 各 有 密切 线 从 ， 从 
而 决定 两 条 准 线 ，、 就 是 Wilczynski 的 第 一 准 线 (下 ) 和 第 二 


ee 
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了 


准 线 ( 一) 
5. 关于 一 个 Darboux 二 次 曲面 束 
2 一 Xy 十 Rz 一 0 (R， 会 数 ) 


的 任 二 共 办 直线 之 间 的 对 应 称 为 Lie 配 极 。 显 然 ， 任 意 一 对 规范 
直线 关于 Lie 配 极 是 共 加 直线。 两 Green 核 与 两 准 线 都 是 特例 。 
16， 从 点 M 引 Demoulin 四 边 形 的 两 对 角 线 相交 的 直线 qd 是 


第 一 准 线 1( -- )(Bompiani，19242， 这 两 对 角 线 与 M 的 切面 


交 了 于 第 二 准 续 hn( 外 上 的 两 点 。 并且 上 述 每 对 交点 关于 
L 好 或 Mi :是 调和 共 斩 的 。 (Godeaux， 1928。 ) 

17. 设 Q, 是 通过 Demoulin 四 边 形 的 任 一 二 次 曲面 , 则 切面 
CHM) 关于 Q 的 极 落 在 第 一 准 线 0 一 二 ) 上 ， 并 且 点 AM 关 
于 同一 二 次 曲面 束 的 极 面 必 过 第 二 准 线 。( 苏 步 青 C24]T。 ) 

18. 通过 曲面 S 上 一 点 己 的 一 切 射影 测 地 线 的 密切 平面 的 包 
络 是 一 个 四 次 能 面 C,， 并 且 S 在 也 点 的 射影 法 线 由 下 述 两 个 性 质 
的 任 一 个 来 决定 

1) 它 关 于 C 的 第 一 配 极 通 过 三 条 Darbouz 切 线 ， 

2 ) 它 关于 C, 的 第 二 配 极 通 过 两 条 渐 近 切 线 ， 而 且 第 三 配 极 
和 曲面 在 这 点 的 切面 重合 。(Bompiani[12]，323 一 332。 ) 

19.。 前 题 中 锥 面 C, 有 三 条 尖 点 直线 C,，Ci，Cs。 并 且 三 尖 
点 切面 相交 于 射影 法 线 。 这 三 个 切面 与 曲面 的 切面 相交 于 Segre 
切线 ， 而 且 三 面体 {Cu，C，C, 的 三 个 面 与 曲面 的 切面 相交 于 
Darboux 切线 。 曲面 的 切面 关于 三 面体 的 极 线 是 射影 法 线 。( 苏 
步 青 CIJ，119 一 120。) 

20. 在 曲面 S 上 一 点 己 的 渐 近 曲线 x 的 密切 三 次 曲线 Cs 与 $ 
在 己 的 Lie 二 次 曲面 有 6 个 交点 ， 其 中 三 点 重合 于 已 ， 另 三 点 记 
作 P; (=1，2，3)， 在 户 作 Ce 的 三 个 密切 平面 交 于 一 点 
R， 则 尽 和 切线 4 决定 的 平面 x 通过 第 一 Green 校 ， 它 是 平面 x 
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与 由 丸和 切线 " 决定 的 平面 的 交 线 ， 设 <，r 表示 通过 切线 4 
与 切线 v 在 尸 的 密切 二 次 锥 面 的 两 切面 ， 则 工 关 于 ri，xs 的 调和 
共 辆 平面 v, 通过 第 一 准 线 1( --)， 它 是 平面 x. 与 另 一 类 似 
平面 wu 的 交 线 ，(Calapso[2]，2665 【3 ]，417。) 

21. 设 〈(x ) 为 则 面 上 一 点 已 .的 Fubini 法 坐标， 则 在 已 
与 渐 近 曲线 至 少 构成 四 阶 接触 的 任 一 非 分 解 二 次 曲面 的 方程 可 
写 为 

oa 十 xi 一 3 - 歼 gx， 一 二 + (入 兴 0 为 任 
章 常 数 )， 称 它 为 曲面 在 书 . 的 主 二 次 曲面 。 两 条 Greea 楼 


0 (于 )， 二 于) 是 关 于 主 二 次 曲面 的 唯一 的 一 对 共 辑 直线 。 
《Lane[4]，706。) 
22、 在 曲面 上 一 点 ， 规 范 直线 (一 上- ) 是 射影 法 线 关于 主 


二 次 曲面 ( 见 前 题 ) 的 极 线 。1( 一 二-) 是 Fubini-gech 的 第 一 
主 直线 。 (Lane[4]，706，Fubini-Cech[IJ，143。) 

23， 在 曲面 上 一 点 ， 规 范 切线 为， 射影 法 线 mn， 第 一 准 线 史 
和 任何 规范 直线 1( 有) 的 交 比 等 于 一 2 帮 。 
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